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ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG, BUDAPEST, 


(Vorgelegt von I. Kovacs. — Eingegangen: 25. VI. 1953.) 


Die Steuerung der in der Spektralanalyse gebrauchten Hochspannungsfunkenerzeuger 
kann man mit Elektronenréhren kleiner Leistung, wobei die gesteuerte Energie die Réhre nicht 
durchfliesst sondern nur die Funkenentladung hervorruft, durchfiihren. In der vorliegenden 
Arbeit 'steuert eine Thyratronréhre die Funkenentladung. Das Wesentliche der elektronischen 
Steuerung besteht darin, dass zwei hintereinander geschaltete Funkenstrecken verwendet wer- 
den, deren eine ein, hinter eine Thyratronréhre geschalteter, ohmscher Widerstand tiberbriickt. 
Wenn das Gitter der tibrigens durch negative Vorspannung gesperrten Thyratronréhre einen 
positiven Spannungsstoss erhalt, wird erst die nicht iiberbriickte Funkenstrecke durchschlagen, 
dann die durch die Thyratronréhre und ohmschen Widerstand iiberbriickte, wodurch die Haupt- 
entladung eingeleitet wird. Das elektronische Steuersystem vermindert die Unsicherheiten 
anderer Steuerungssysteme bedeutend, ausserdem kann die Zahl der Funken in der Zeiteinheit 
durch die elektronische Steuerung zwischen weiten Grenzen variiert werden. Dies bringt mit 
sich, dass auch der Takt des Abreissbogens und des Niederspannungsfunkens leicht geindert 
werden kann. 


EINLEITUNG 


Bekanntlich wird bei der Spektralanalyse das Versuchsmaterial in der 
Lichtquelle verdampft, der Dampf zur Lichtemission angeregt, das entstandene 
Licht in einem Spektralapparat zerlegt und aus der Intensitat der so erhaltenen 
Spektrallinien auf die prozentuelle Zusammensetzung des Stoffes gefolgert. Die 
Vorbedingung jedwelcher chemischen Spektralanalyse ist, den Verlauf der Licht- 
emission in der Lichtquelle reproduzierbar herstellen zu kénnen. 

Die ganz aussergewohnlichen Erfolge, welche die Emissions-Spektralanalyse 
auf dem Gebiete der qualitativen und quantitativen Analyse in den letzten 
20 Jahren erreichte, ist grésstenteils dem zuzuschreiben, dass es gelang die 
zur Analyse unentbehrliche Lichtemission in entsprechender Weise durchzufihren, 
solche Anregergerate zu bereiten und reproduzierbare Anregungsverhiltnisse zu 
schaffen, wodurch fiir die Wissenschaft und Industrie Analysen entsprechender 
Genauigkeit durchgefiihrt werden kénnen. 

In den verflossenen 25 Jahren erschienen im wissenschaftlichen und an- 
gewandten Schrifttum viele Arbeiten iiber die Anregungsgerate der. chemischen 
Spektralanalyse [1—72]. Die verhaltnissmAssig grosse Zahl der diesbeziiglichen 
Arbeiten weist auf die Wichtigkeit dieser Frage hin. In diesen Arbeiten werden 
teilweise neue Anregereinrichtungen oder ihre Anwendungsmethoden beschrie- 
ben, zum Teil werden deren Vor- und Nachteile diskutiert. Da die Anregung 
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eine der wichtigsten Faktoren der chemischen Spektralanalyse ist und eine 
bedeutende Fehlerméglichkeit der Spektralanalyse Folge der Unsicherheit der 
Anregung ist, wurde vielfach versucht, die Anregungseinrichtungen zu vervoll- 
kommnen. 

Unter den heute bekannten spektroskopischen Lichtquellen ist die best 
reproduzierbare die elektrische Funkenlichtquelle und diese bietet betreffs Ver- 
vollkommnung das meiste. 

Da sich in der spektralanalytischen Praxis die direkten Lichtmessverfahren 
immer mehr verbreiten und die Zunahme der Genauigkeit als Folge der Vervoll- 
kommnung der Lichtquellen bei diesen Verfahren bedeutend grésser ist als 
bei dem photographischen Verfahren, kann man mit Sicherheit annehmen, 
dass die direkten Lichtmessverfahren die Vervollkommnung der spektroskopi- 
schen Lichtquellen mit sich bringen werden. Hieraus folgt, dass die Stabilisier- 
ung der spektroskopischen Lichtquellen schon jetzt wichtig ist, in der Zu- 
kunft aber noch wichtiger sein wird. Die Erhdhung der Genauigkeit der 
jetzigen Verfahren mit direkter Ablesung kann man nur von der Vervoll- 
kommnung der Anregung erwarten. Vollendete Lichtquellen haben den Vor- 
teil, dass bei dem direkten Ableseverfahren Bezugslinien eventuell iiberflissig 
sein werden [54]. 

Als Folge des bisher Diskutierten, hatte Verfasser Versuche ahnlichen 
Zweckes durchgefiihrt, woriiber hier berichtet werden soll. Vorliegende Arbeit 
gibt einen Uberblick iiber die gebrauchlichen Funkenerzeuger und gibt die 
Beschreibung eines prinzipiell neuen elektronisch gesteuerten spektroskopischen 
Anregersystems, dessen Anwendungsmiglichkeiten die der bisheringen Systeme 
ubertreffen. 

Es ist ebenfalls bekannt, dass der elektrische Funke nicht nur als selbst- 
standige Lichtquelle grosser Energie verwendet wird, sondern auch mit kleiner 
Leistung zum Ziinden des Abreissbogens und des kondensierten Niederspannungs- 
funkens [13, 15,25, 26, 30, 35—38, 41, 42, 46, 48—52, 56—60, 65, 68, 70—72]. 
Diese Anwendung des Funkens wird in der Arbeit ebenfalls diskutiert. 


HISTORISCHER UBERBLICK 
Ungesteuerte und mittels Hilfsfunkenstrecke gesteuerte Funkenerzeuger 


In Abb. laist die Schaltung fiir die Erzeugung spektroskopischer Analysen- 
funken in seiner klassischen Form, wie ihn die Bahnbrecher der Spektralanalyse 
(Hartley, Pollok und Leonard, de Gramont [2, 3, 5]) gebrauchten, abgebildet. 
Ein Transformator (frither Induktorium) [2, 3] ladt einen Kondensator soweit 
auf, wie dies die Entfernung der Elektroden der Analysenfunkenstrecke F be- 
dingt. Hat die Ladung des Kondensators die zum Durchschlagen der Funken- 
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strecke F nétige Spannung erreicht, erfolgt die Entladung durch den Ent- 
ladungskreis. Im Schaltungsschema ist links vom Kondensatur der Lade- 
kreis, rechts der Entladekreis angedeutet. Die in den Entladekreis einge- 


_baute Selbstinduktion dient zum Einstellen der Entladungsverhaltnisse, der 


ohmsche Widerstand im Ladestromkreis zur Einstellung der Ladungsverhilt- 


nisse. 
Die Zahl der Funken in der Zeiteinheit sowie die Spannung des aufge- 


ladenen Kondensators vor der Entladung wird bei den nach dem Schaltungs- 
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Abb. 1. Elektrische Schaltung verschiedener Funkenerzeuger. a — Einfacher, ungesteuerter 

Funkenerzeuger. b — Wolbanks Funkenerzeuger. c — Funkenerzeuger mit fester Steuerfunken- 

strecke. d — Rajskijs Funkenerzeuger. e — Die von Lévy abgednderte Rajskijsche Schaltung. 

f — Funkenerzeuger mit synchron rotierender Steuerfunkenstrecke. g — Vincent und Sawyer’- 
scher Funkenerzeuger. F — Analysenfunkenstrecke. S — Steuerfunkenstrecke. 


schema der Abb. la gebauten Funkenerzeuger nicht immer gleich sein. Bei 
entsprechender Einstellung der Schaltelemente kann man aber regelmassige 
Funkenfolgen erhalten. Diese Eigenschaft der Funkenerzeuger haben Kaiser und 
Wallraff [17 | bzw. Kaiser [28] dann Héfert und Keck [34] ausfiithrlich und griind- 
lich diskutiert. Die Schaltung des von Scheibe und Mitarbeitern eingefihrten 
Funkenerzeugers ist ahnlich [1, 9, 11, 22]. Bei diesen Anregern ist die Funken- 
zahl pro Sekunde gleich, nicht aber die Durchschlagsspannung der einzelnen 
Funken. Boas [4] verfertigte einen solchen Funkenerzeuger, welcher in der 
Zeiteinheit Funken stabiler Zahl liefert und bei dem alle Funken gleiche 
Durchschlagsspannung aufweisen. Dies wird mit Hilfe eines elektrostatischen 
Relais erreicht, welches die Elektroden immer in gleicher Entladungsspannung 
entsprechenden Abstanden halt. Hier wollen wir auch den von Wolbank [18, 19] 
(Abb. 1b) eingefiihrten Funkenerzeuger erwahnen, wo sich dem gebrauchlichen, 
Kapazitat und Selbstinduktion enthaltendem Teil ein weiterer, Selbstinduktion 
und Kapazitaét enthaltender Schwingungskreis anschliesst. 
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Will man die durch die Analysenverhaltnisse bedungene, dem Abstand 
der Analysenfunkenstrecke F entsprechende Ladespannung des Kondensators 
erhéhen, muss hinter die Analysenfunkenstrecke eine zweite, feste oder rotierende 
Steuer- oder Hilfsfunkenstrecke S geschaltet werden. Dieser Gedanke stammt 
von Feussner [6—8]; seine Ausfiihrung mit stabiler Funkenstrecke zeigt die 
Abb. lc, die mit rotierender Funkenstrecke Abb. If.1 

Charakteristisch ist fir die Schaltung der Abb. 1c. [23, 24], dass die 
Ladespannung des Kondensators zwar grésser ist als ohne Steuerfunkenstrecke, 
diese ist jedoch Schwankungen unterworfen, da die Ladespannung des Konden- 
sators durch die Verhaltnisse der Analysenfunkenstrecke beeinflusst wird. Diesen 
Einfluss kann man ausschalten, wenn man die Funkenstrecke mit einer Selbst- 
induktion tiberbriickt (Abb. 1d.). Die erwahnte Selbstinduktion kann man auch 
durch einen ohmschen Widerstand ersetzen [29], wie dies heute bei den Fun- 
kenerzeugern mit Steuerfunkenstrecke allgemein iiblich ist [56 ]. Die Anwendung 
dieser Schaltung fiir spektroskopische Zwecke stammt von Raijskij [20]. Das 
Schaltschema der Abb. le. ist die von Lévy [47] durchgefihrte Abanderung 
des in Abb. 1d. angegebenen, wo der Durchgang der vom Transformator kom- 
menden Niederfrequenzstréme durch einen hinter die Analysenfunkenstrecke 
geschalteten Kondensator behindert wird. Vollstandig einflusslos ist die Ana- 
lysenfunkenstrecke auf die Ladespannung des Kondensators bei der Feussner- 
schen [6—8] Drehschalter-Steuerung (Abb. 1f), wo der Kondensator wahrend 
dem Aufladen vom Entladungskreis abgeschaltet ist. Bei dieser Steuerung ver- 
teilt sich die Kondensatorenergie wegen der verschiedenen Langen der Steuer- 
‘funkenstrecken nicht unbedingt gleichmassig auf die Steuerfunken- und die 
Analysenfunkenstrecke. Eine weitere Ausfihrung, des mittels Drehschalter 
gesteuerten Funkenerzeugers zeigt Abb. lg [40]. 

Durch Erhéhung der Funkenzahl wahrend einer halben Periode der zum 
Betrieb des Funkenerzeugers beniitzten Wechselspannung wird die Genauigkeit 
der Analyse gesteigert. Eine solche Entladungsweise wird gewéhnlich nach 
Schaltung 1d erzeugt [45, 53, 56], nur muss man durch Einblasen von Luft 
fiir Entionisierung der Steuerfunkenstrecke zwischen den einzelnen Entladungen 
sorgen. Fowler und Wolfe [45 |] verwendeten erstmals Lufteinblasen zur Steuerung 
spektroskopischer Lichtquellen. Eine ausfiihrliche Besprechung dieser Frage 
befindet sich in den Arbeiten von Enns und Wolfe [53, 56]. 

Erwahnenswert sind auch die vielen Kunstgriffe, welche einen verliss- 
licheren Betrieb der schon beschriebenen Funkenerzeuger bezweckten. Es wurde 
um gleichmissigeres Durschlagen der Analysen- und Steuerfunken in der Funken- 
strecke zu erreichen, ultraviolette Bestrahlung angewendet [16, 19, 44]. Balz 
Kaiser und. Keck [31] verwendeten zur Verbesserung der Zindung eine Toe 


1 In saémtlichen Abbildungen sind die Elektroden der Steuerfunkenstr 
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spitze. Kine solche ist auch zur Verbesserung der Verhiltnisse bei der Analysen- 
wie auch bei der Steuerfunkenstrecke anwendbar [43]. Die um eine isolierte 
Hochspannungsleitung entstehende Koronaentladung hat ebenfalls ionisieren de 
Wirkung [43]. Diese Erscheinung verwendete Balz [43] zur Ionisierung der 
Analysenfunkenstrecke in der Weise, dass er in deren Nahe einen isolierten, auf 
Hochspannung liegenden Leiter anbrachte. Stark ionisierend wirkt eine strom- 
durchflossene gliihende Spule oder Spirale unterhalb der Funkenstrecke um die 
untere Elektrode angebracht dadurch, dass die vom Draht austretenden Elektro- 
nen in die Funkenstrecke gelangen und so die Entladung erleichtern [63]. 

In einzelnen Fallen blast man Luft in die Analysenfunkenstrecke um die 
Anregungsverhaltnisse zu verbessern [7, 14, 21, 32, 33, 63, 69], die Meinungen 
betreffs Wirkung sind aber verschieden [17, 28, 39]. 

Um die doppelte Funktion des Funkens, Verdampfung sowie Anregung 
zu trennen, legte Rouse [73] das Material in einen Tiegel, verdampfte es durch 
Hochfrequenz-Heizung und erregte die Dampfe durch Funken. 


Elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger 


Die im vorgehenden Abschnitt besprochene Steuerung durch stabile oder 
rotierende Hilfsfunkenstrecken der spektroskopischen Funkenlichtquellen ist 
nicht die endgiltige Lésung,sondern héchstens eine Annaherung der endgiltigen 
Lésung des Problems. Die endgiiltige Lésung der Steuerung muss wahrscheinlich 
mit Hilfe der aus der Elektronik bekannten Methoden erreicht werden. Gegen- 
wartig kénnen die elektronischen Schaltungselemente die in der Spektroskopie 
verwendeten verhaltnissmassig grossen Energien nur begrenzt und mit kost- 
spieligem Betrieb steuern. 

Die mit den gebrauchlichen Vakuumréhren arbeitenden Schwingungs- 
anreger kénnen héchstens die zum Ziinden von Abreisshégen und Nieder- 
spannungs-Funkenentlandurg nétige Energie liefern. Mit einer solchen 
Ausfihrung erregt Findeisen [15] bei seinem Abreissbogenerzeuger die 
Hochspannungs-Ziindstréme mit induktiv riickgekoppelten Réhrengenerator 
(Abb. 2a). Die Uberfithrung der Ziindspannung auf die Bogenstrecke erfolgt 
mit Hilfe des Tesla-Transformators T. Die Anwendung von Thyratronréhren 
zur Erzeugung der Ziindspannungen empfohl erstmals Kemmler [38]. Zur Er- 
zeugung der Ziindfunken fiir Abreissbégen verwendeten Dwyer [59] (Abb. 2b) 
bzw. Bardécz [70—72] (Abb. 2c) thyratrongesteuerte Schaltungen. 

Einen elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger fiir grosse Leistungen 
bauten zuerst Mireless-Malpica und Berry [27] laut Abb. 2d. Das Schaltelement 
ist hier Ignitron im primaren Stromkreise eingebaut, welches zur Schaltung 
betrachtlicher Energien geeignet ist. Zur Schaltung und Ubertragung grosser 
Energien geeigneter weiterer elektronischer Schalter dient die im letzten Kriege 
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entwickelte Trigatronréhre [74]. Abb. 2e zeigt das Schaltungsschema [50, 51] 
eines mit dieser Réhre aufgebauten Funkenerzeugers. Zu erwahnen ist noch, 
dass es iiblich ist in einzelnen Fallen bei Hochspannungs-Funkenerzeugern auf 
- der Hochspannungsseite zwischen Transformator und Kondensator Gleich- 
richter-Dioden einzubauen [64] (Abb. 2f). Dieses Verfahren beniitzte bei 
Niederspannungs-Funkenerzeugern als erster Schmidt [35]. Man kann auf diese 
Weise auch von der Steuerung des Ladekreises sprechen, was tbrigens schon 
beim Anreger von Mireless-Malpica und Berry [27] der Fall ist. 

Im spektralanalytischen Schrifttum findet man ausser den besprochenen 
Funkenerzeugern noch andere elektronische Hochfrequenz-Funkenerzeuger, 


Abb. 2. Elekrische Schaltungen verschiedener elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger. a — 
Induktiv riickgekoppelter Vakuumréhrengenerator zur Ziindspannungserzeugung (Find- 
eisen). b, c — Mit Thyratronréhre gesteuerter Ziindfunkenerzeuger (Dwyer, Bardécz). 
d — Mit Ignitron gesteuerter Funkenerzeuger grosser Energie (Mireless-Malpica-Berry). 
e — Mit Trigatron gesteuerter Funkenerzeuger grosser Energie (Braudo und Clayton). f — Steue- 
rung des Ladekreises am Funkenerzeuger mit rotierender Steuerfunkenstrecke (Rankin). 
F — Analysenfunkenstrecke. S — Steuerfunkenstrecke. T — Tesla Transformator. V — Die 
Entladung steuerndes Glied. V, — Die Ladung steuerndes Glied. 


welche zu lokaler Mikroanalyse oder anderen speziellen Zwecken verwendet 
wurden [75—80], jedoch bleiben die in diesen elektronisch geschalteten 
Stromstarken weit hinter den Stromstarken, welche mit den hier zur Erér- 
terung gelangenden Funkenerzeugern geschaltet werden, zuriick. 


VORVERSUCHE ZUR AUSBILDUNG EINES NEUEN ELEKTRONISCH 
GESTEUERTEN FUNKENERZEUGERS 


Vor der Ausbildung des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers, den 
wir im folgenden beschreiben wollen, fiihrten wir einige erwahnenswerte Versuche 
durch. Als erstes versuchten wir, die Steuerfunkenstrecke eines Hochspannungs- 
Funkenerzeugers durch starke Koronaentladung fremder Herkunft zum Durch- 
schlagen zu bringen. Aus diesem Grunde umgaben wir die Steuerfunkenstrecke 
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mit einem Ring, aus welchem in Richtung der Funkenstrecke 8—12 Grammophon- 
nadeln herausstanden. Der Abstand der Steuerfunkenstrecke wurde so gewahlt, 
dass bei gegebener Ladespannung des Kondensators eben noch kein Durchschlag 
erfolgte. Den Hochspannungspol eines Tesla-Transformators verbanden wir 
mit dem Ring, die Hochspannung erzeugten wir nach dem Schaltungsschema der 
Abb. 2c. Das Ergebnis war, dass die gewiinschte Steuerung ausblieb, wenn die 
Nadeln von der Steuerfunkenstrecke entfernt waren. Wurden aber die Nadeln 
nahe an die Steuerfunkenstrecke gebracht, konnte die gewiinschte Steuerung 
erreicht werden, die Entladung erfolgte jedoch von einer Elektrode der Steuer- 
funkenstrecke tiber die Grammophonnadeln zur anderen Elektrode. Weitere Unter- 
suchungen ergaben, dass es ganz gleichgiiltig ist, ob das Uberleiten der Hoch- 
spannungs- und Hochfrequenzstréme zur Funkenstrecke mit Hilfe von Nadeln 
oder auf andere Weise erfolgt. Die Steuerung konnte auch durch Anwendung 


Abb. 3. Elektrische Schaltung des mittels Hochfrequenz gesteuerten Hochspannungsfunkener- 
zeugers. C,, C,, C; — Kondensatoren. F — Analysenfunkenstrecke. R — ohmsche Widerstinde. 
S — Steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungstransformator. T — Tesla Transformator. 


eines Bleches zwischen den beiden Elektroden der Steuerfunkenstrecke senk- 
recht zu deren Symmetrieachse aufrecht erhalten werden. 

Die Steuerung war auch in dem Fall wirkungsvoll, wenn wir die Funken- 
strecke in zwei unabhangige Teile teilten, wodurch eine zur Steuer-, die andere 
zur Analysenfunkenstrecke wurde. 

Auf diese Art konnte die Schaltung der Abb. 3 ausgebildet werden, wo 
S die Steuer-, F die Analysenfunkenstrecke bedeutet. Der Hochspannungs- 
Transformator Tr ladet den Kondensator C,. Die zur Ziindung nétige Energie 
liefert der von einer Gleichstromquelle gespeiste Kondensator C,. Die Gleich- 
strom-Speisung ist darum angezeigt, da hierdurch die Phaseneinstellung der 
Ziindspannung und Ladespannung des Kondensators C, tiberfliissig wird. Der 
aufgeladene Kondensator C, wird iiber die Thyratronréhre V und Primarspule 
des Tesla Transformators T entladen, wodurch in die Sekundarspule des Tesla- 
Transformators Hochspannung induziert wird. Diese Hochspannung durch- 
schlagt die Steuerfunkenstrecke S. Der gesamte Abstand von S und F wird so 
eingestellt, dass tiber diese C, sich eben noch nicht entladen kann. Sobald aber 
S durchschlagt, erscheint die gesamte Ladespannung von C, bei F, und es erfolgt 
auch hier der Durchschlag. C, ist ein Isolierkondensator, R ein ohmscher 
Widerstand. Die Thyratronrébre V steuert ein Impulsgenerator [70—72 ]. 
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Mit einer Schaltung laut Abb. 3 beobachten wir, dass die Entladungen gut 
steuerbar sind, solange die Ladespannung des Kondensators C,, 10 000 Volt 
nicht iiberschreitet. Mit dem Anwachsen der Ladespannung des Kondensators 
C, muss gleichzeitig die Entfernung der Elektroden der Steuerfunkenstrecke 
vergréssert werden. Bei grisserem Abstand der Elektroden geniigt die schwache 
Tesla-Entladung nicht mehr zum Einleiten der Entladung des Kondensators C,. 
Dies ist nur dann méglich, wenn der Ziindstromkreis grosse Energien liefert, 
wodurch die Anwendbarkeit der Schaltung in Frage gestellt wird. 


DER NEUE ELEKTRONISCH GESTEUERTE FUNKENERZEUGER 


Funkenerzeuger mit Einfachsteuerfunkenstrecke 


Das Wesentliche des neuen elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers, den 
wir hier beschreiben wollen, besteht darin, dass die Entladung der im Konden- 
sator aufgespeicherten Anregungsenergie durch eine Steuerfunkenstrecke erfolgt. 


Abb. 4. Schaltungsschema des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers mit Einfachsteuer- 
funkenstrecke. C — Kondensator. S$, — Einfachsteuerfunkenstrecke. F — Analysenfunken- 
strecke. L — Selbstinduktionsspule. R,, R, — Spannungsteiler, ohmsche Widerstiinde. R, — 
ohmscher Widerstand. Tr — Hochspannungstransformator. WV, — Thyratronréhre. V. on 
Gleichrichterdiode. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis. < 


Die Entladung wird durch eine Elektronenréhre eingeleitet, die Entladungs- 
energie fliesst jedoch nicht durch die Elektronenréhren, sondern iiber die schon 
erwihnte Funkenstrecke. Auf diese Weise kénnen unbegrenzte Energien ge- 
steuert werden unter Beibehaltung saimtlicher Vorteile der elektronischen 
Steuerung. 

Die elektrische Schaltung des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers 
zeigt Abb. 4. Der Hochspannungstransformator Tr ladet den Kondensator C 
tiber die Diode V,. S, ist die Steuerfunkenstrecke, F die Analysenfunkenstrecke 
Die Aufgabe der Widerstande R, und R, ist, die an den Polen des Kondensators 
C herrschende Spannung auf die Funkenstrecken S, und F gleichmassig zu 
verteilen. Aus diesem Grunde kénnen die ohmschen Widerstinde R, und R 

2 
auch durch Kondensatoren ersetzt werden. V, ist eine gasgefiillte Triode 
(Thyratron) welche durch negative Vorspannung gesperrt ist. 
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Die Wirkungsweise des gemass Abb. 4. geschalteten Systems ist folgende : 


 Nachdem der Kondensator auf die Scheitelspannung des Wechselstrom liefern- 


den Transformators Tr aufgeladen ist, geben wir in der nachsten Halbperiode 
auf das Gitter der durch negative Vorspannung gesperrten Réhre V, einen 
positiven Spannungsstoss, wodurch diese ziindet. Infolgedessen gerat eine Elek- 
trode der Funkenstrecke S, praktisch auf das Potential des Punktes »a« der 
Schaltung, da R, bedeutend kleiner ist als R,, bzw. R,. Die Funkenstrecken 


S, und F miissen so eingestellt werden, dass zwischen ihnen auch bei voll auf- 


geladenem C sicher eben noch kein Durchschlag erfolgt. Indem wir die gemein- 


same Elektrode der doppelten Funkenstrecke 5, — F auf das Potential des 
Punktes »a« legen, wird die ganze Ladespannung des Kondensators C an den 
Elektroden des S, erscheinen. Diese annahernd doppelte Spannung wird S, durch- 


_sehlagen. Hiernach beginnt die Entladung des Kondensators C iiber S,, den 


ohmschen Widerstand R, und Réhre V,. Des durchfliessenden Stromes wegen, 
— da'der Durchschlag und der darauffolgende Stromfluss fiir S, einen Kurz- 
schluss bedeutet — wird die an den Polen des Kondensators herrschende ganze 
Spannung an den Klemmen des R, erscheinen, bzw. an der Funkenstrecke F, dem- 
zufolge auch diese durchschlagen wird. Nach dem Durchschlagen von F wird sich 
die Entladung des Kondensators C iiber S, — F fortsetzen. Nach dem Durchschla- 
gen der Funkenstrecken S, und F wird auf die Klemmen des ohmschen Wider- 
standes R, nur die Bogenspannung fallen, mithin wird der Stromfluss hier 
gering sein. Je nach den elektrischen Daten des Stromkreises C — S, — F, in 
welchen man den Anforderungen der Analyse gemiss noch eine Selbstinduktion 
— allenfalls auch noch ohmschen Widerstand — einschalten kann, wird die 
Thyratronréhre V, entweder am Ende der Entladung des Kondensators C, oder 
im Falle niedriger Schwingungszahl des Entladekreises, noch vor Beendigung 
der Entladung ausléschen. 

Die zur Steuerung der Réhre V, notigen positiven Spannungsstésse kann 
man mittels mechanischen Schalters oder auf elektrischem Wege zufiihren. Mit 
der in Abb. 4 angegebenen Anordnung kann man pro Sekunde, der Periodenzahl 
der Netzspannung entsprechend oder mit geringerer Haufigkeit, Funken er- 
zeugen. 

Die Wirkungsweise der Versuchseinrichtung veranschaulichen die Oszillo- 
gramme der Abb. 20 und 21, auf welche wir noch zuriickkommen. 


DIE VERSUCHSANORDNUNG 


Bei sémtlichen Messungen waren die technischen Angaben der Versuchs- 
anordnung die folgenden. Der Transformator Tr (Abb. 4, Abb. 10 u. 17) hat 
eine Ubersetzung von 220/15 000 Volt, diesem ist ein Spannungsregler-Trans- 
formator vorgeschaltet, mit dessen Hilfe die Spannung an den Klemmen des 
Kondensators € auf den gewiinschten Wert einstellbar ist. Zwischen dem Trans- 
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formator Tr und dem Spannungsregler-Transformator befindet sich ein Wider- 
stand von 3 Ohm, welcher die Uberlastung der Gleichrichterréhren verhindert, 
wenn die Funkenstrecken S, bzw. F im Kurzschluss sind. V, ist eine Gleichrich- 
terdiode, mit einer Betriebsspannung von 20 000 Volt, héchste Belastung 
1 Ampere, Inversspannung 40 000 Volt. C ist teilweise Minos, teilweise Dubilier- 
scher Kondensator mit Glimmerisolation und einer Kapazitat von 1 000— 
20 000 pF. R, — R, = 100 Megohm. V, ist eine gasgefiillte Triode (Thyratron) 
mit 10000 Volt Betriebsspannung, héchste Stossbelastung 16 Ampere. 

Die Einfach- bzw. Doppelfunkenstrecken S, und S,,(siehe spater) aus drei 
Zink- oder Kohlenscheiben bestehend, waren symmetrisch angeordnet. Die mitt- 
-lere Scheibehatte einen Durchmesser von 58 mm und war 27 mm dick, die beiden 
seitlichen Scheiben mit einem Durchmesser von 45 mm waren 23 mm dick. Die 
gegeniiberstehenden Flachen der Zinkscheiben waren konzentrisch gerippt. Die 
Kohlenscheiben hatten glatte Flachen. Die Entfernung der seitlichen Scheiben 
von den mittleren konnte eingestellt werden, mit entsprechender Vorrichtung 
auch unter Spannung. Zwecks Vermeidung der Erwarmung und damit Sicherung 
der Reproduzierbarkeit der Messungen, waren die Zinkscheiben so gestaltet, 
dass sie wihrend dem Betrieb mit Wasser gekiihlt werden konnten. Aus diesem 
Grunde waren die Zinkscheiben hohl und mit Rohrstutzen zum Zu- und Ab- 
leiten vom Wasser versehen. Bei diesen Messungen waren in den Abb. 4, 10 und 
17 die Punkte »b« geerdet, mithin konnte die mittlere Scheibe direkt an die 
Wasserleitung angeschlossen werden. Bei solcher Schaltung waren die unter 
Spannung stehenden Elektrcden der Steuerfunkensirecken S$, bzw. S, mit 
Hilfe vcn isoliert aufgestellten Behaltern gekiihlt. Die Temperatur des Kihl- 
wassers betrug 14—17° C. Bei dem Betrieb mit Einfachsteuerfunkenstrecke 
war die eine seitliche Scheibe mit der mittleren leitend verbunden. In den Abb. 
5, 6, 7, 8 und 9 bezeichneten wir die Einzelfunkenstrecke mit zwei Scheiben 
(beziffert mit S,), in den Abb. 11, 12, 13, 14, 15 und 16 die Zweifachfunkenstrecke 
mit drei Scheiben (beziffert mit S,). Will man keine Wasserkiihlung anwenden, 
sind die Zinkscheiben durch Kohlen- oder Graphitscheiben gut ersetzbar. Die 
Widerstandsketten R, und R, stellten wir aus je 30 Stiick bis 5 Watt belast- 
baren Radiowiderstanden zusammen, deren Einzelwiderstand 3:3 Megohm be- 
trug. R; und R, (Abb. 4, 10, 17) sind bei niedrigeren Werten bis 100 Watt, bei 
grésseren Werten entsprechend weniger belastbare Widerstande. Die Elektroden 
der Analysen funkenstrecke bestanden immer aus spektralreiner Kohle von 
6 mm Durchmesser mit ebenen Endflachen. Vertikal auf die Symmetrieachse 
der Elektroden waren Lockspitzen angebracht. 

Das Gitter der steuernden Thyratronréhre V, steuerte ein Impulsgenerator, 
in welchen auch die zum Absperren der Rohre V, nétige negative Vorspannung 
eingebaut ist. Der Impulsgenerator kann pro Sekunde 100 oder weniger positive 
Spannungsstésse erzeugen. Die Zahl der Spannungsstésse geringerer Haufigkeit 
pro Sekunde ist mit irgendeiner Subharmonischer der Frequenz der Netz- 
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spannung gleich. Selbstverstandlich arbeitet der Impulsgenerator synchron mit 
der Netzspannung. 

Wahrend den Untersuchungen wurden richtige Einstellung und regel- 
missiges Arbeiten der Anordnung mittels Kathodenstrahl-Oszilloskop kontrol- 
liert. Bei der Kontrolle beobachteten wir den Ablauf der Spannung an den 
Klemmen des Kondensators C. 


Charakteristische Eigenschaften des Funkenerzeugers 
mit Einfachsteuerfunkenstrecke 


Beim Bestimmen der elektrischen Eigenschaften des Funkenerzeugers neuen 
Systems untersuchten wir, welchen Einfluss die Kapazitat des Kondensators C der 
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Abb. 5. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke. ds, — Elektroden- 
abstand der Steuerfunkenstrecke. R, — ohmscher Widerstand. dr — 3 — 9mm, U c—18 000 Volt. 
C — 10000 pF, Funkenhaufigkeit 50/s. Das Wirkungsgebiet ist gestrichelt, 


Abb. 4, die Ladespannung Uc, der ohmsche Widerstand R3, sowie der Abstand der 
Elektroden der Steuerfunkenstrecke S, und der Analysenfunkenstrecke F auf 
die Betriebsverhaltnisse ausiiben. Den Zusammenhang dieser finf Parameter 
bestimmten wir durch Messungen. 

Unser erstes Ziel war die Festsetzung des Einflusses des ohmschen Wider- 
standes R, auf die Wirkungsweise des Systems, und nachher bei dem als opti- 
malen Wert gefundenen Widerstandswert zu bestimmen inwiefern das System 
bei verschiedenen Einstellungen stabil ist. 

Andert man den Elektrodenabstand dg, der Steuerfunkenstrecke wahrend 
dem Betrieb des Funkenerzeugers nach Abb. 4, so kann man feststellen, dass 
es einen solchen gréssten und kleinsten Elektrodenabstand gibt, zwischen wel- 
chen das Anregersystem regelmassig arbeitet. Dieses Elektroden-Intervall Ads, 
wollen wir in der Folge »Wirkungsgebiet« nennen. 

Die Ergebnisse ahnlicher Messungen zeigt die Abb. 5. Auf dieser Abbildung 
sehen wir bei welchen Elektrodenabstand dg, der Steuerfunkenstrecke 5, das 
System regelmassig arbeitet, wenn man bei Elektrodenabstand dp = 3°0, 6°0 
und 9:0 mm der Analysenfunkenstrecke F, den Widerstand R, andert. Regel- 
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massig arbeitend nennen wir die Wirkungsweise, wenn das Osztlorkep Abb. 
20 entsprechende Bilder zeigt und weder ein Ausbleiben des Ziindens, noch 
_unregelmissiges Ziinden ohne Steuerung der Fuvkenstrecken pverkomrins 
Die Analysenelektrodenabstande dy = 3-0, 6°0 und 9-0 mm sind ubrigens bei 
den Versuchen immer beibehalten worden. 
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Abb. 6. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Kinfachsteuerfunkenstrecke in Abhangigkeit 

von dem Elektrodenabstand ds,-der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von 

dem Abstand der Analysenelektroden dr. C — 1000 pF, R, — 20000 Ohm, Funkenhdaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 
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Abb. 7. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhiangigkeit 

von dem Elektrodenabstand ds, der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von 

dem Abstand der Analysenelektroden dp. C — 5 000 pF, R, — 20000 Ohm, Funkenhiufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


Auf der Abscisse der Abb.5 sind die R,-Werte im logarithmischen Massstab 
aufgetragen, auf der Ordinate der Abstand ds, der Elektroden der Steuer- 
funkenstrecke S,. Wenn die Ladespannung des Kondensators C = 18 000 Volt 
betragt, C = 10000 pF ist und der Abstand der Elektroden der Analysen- 
funkenstrecke F zwischen 3—9 mm variiert, so ist bei der Anderung des 


Widerstandes R,; zwischen 0,001—0,2 Megohm ein betriebssicheres Wirkun gsgebiet 
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in dem Falle erreichbar, wenn der Abstand der Elektroden ds, der Steuer- 
funkenstrecke S, zwischen 3°3 — 6:2 mm liegt. Wird der Wert von R, weiter 
gesteigert, sinkt der héchste Wert ds, und bei ungefahr 10 Megohm schrumpft 
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Abb. 8. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhangigkeit 

von dem Elektrodenabstand ds, der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von 

dem Abstand der Analysenelektroden dp. C — 10 000 pF, R,; — 20000 Ohm, Funkenhaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 
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Abb. 9. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Einfachsteuerfunkenstrecke in Abhangigkeit 

-yon dem Elektrodenabstand ds, der Steuerfunkenstrecke, von der Ladespannung Uc und von 

dem Abstand der Analysenelektroden dz. C — 20000 pF. R, — 20000 Ohm. Funkenhaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


das Wirkungsgebiet auf einen einzigen Punkt zusammen. Diese Ergebnisse 
weisen darauf hin, dass die Schaltung gemass Abb. 4 nur dann betriebsfahig ist, 
wenn durch die Thyratronréhre V, ein, die kleinste Stromstarke iiberschreitender 


‘Strom fliesst. 
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Fir R, wahlten wir keine 0,001 Megohm unterschreitenden Widerstande, 
um die Widerstande und die Thyratronréhre nicht zu iiberlasten. In Abb. 5 
bezeichneten wir das Wirkungsgebiet Ads, schraffiert. 

Weitere Messungen bezweckten festzustellen, wie sich, bei dem mit Hilfe 
der Abb. 5 bestimmten Widerstandswert des R, bei verschiedenen Elektroden- 
abstanden d, der Analysenfunkenstrecke, das Wirkungsgebiet in Abhangigkeit 
der Ladespannung U, und Kapazitat des Kondensators C, ausbildet. Die Ergeb- 
nisse fir die Werte C = 1000, 5000, 10000 und 20000 pF Kapazitat und 
R, = 0,02 Megohm stellen die Abb. 6, 7, 8 und 9 dar. In diesen Abbildungen ist 
auf die eine waagrechte Achse die Kondensatorspannung Uc, auf die andere der 
Elektrodenabstand dy, der Analysenfunkenstrecke aufgetragen. Die vertikale 
Achse zeigt die Elektrodenabstande dg, der Steuerfunkenstrecke. Zur Erklarung 
gehen wir von der Abb. 8 aus, welche die Verhiltnisse fiir die Kapazitat 
C = 10000 pF zeigt. Abb. 8 enthalt drei Kurven, eine fiir ds = 3 mm, eine 
weitere fiir dg = 6 mm und eine dritte fir dg = 9 mm. Anfanglich sind die 
Kurven ganz gleich, jedoch bei grésseren Analysenfunkenstrecken-Abstanden 
endet das Wirkungsgebiet bei héheren Spannungswerten. Im allgemeinen kann 
man folgendes feststellen : Bei gegebenem Analysenelektroden-Abstand dp und 
mit abnehmender Ladespannung Uc des Kondensators nimmt, wie schon er- 
wahnt, der Elektrodenabstand ds, und auch die Breite des Wirkungsgebietes 
ab. Sobald die Ladespannung U, des Kondensators C soweit abfallt, dass 
wahrend dem Betrieb des Systems die Funkenstrecke dg, bzw. dy nicht durch- 
geschlagen werden kann, kann auch der Kondensator sich nicht mehr entla- 
den. Es gibt also bei gegebenem Analysenfunkenstrecken-Abstand eine untere 
Spannungsgrenze unterhalb welcher das System unfahig ist zu arbeiten. 

Aus den Abb. 6, 7, 8 und 9 geht hervor, dass der Verlauf der Kurven 
fiir jeden Kapazitatswert allgemein gleich ist. Als Unterschied ergibt sich jedoch 
dass das Wirkungsgebiet bei kleineren Kapazitatswerten des Kondensators C 
zusammenschrumpft und weiter, dass bei grésseren Analysenelektroden-Abstan- 
den dy und kleineren Kapazitatswerten der Betrieb des Systems unméglich wird. 


Elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger mit Doppelsteuerfunkenstrecke 


Die Anwendungsméglichkeit des in Abb. 4 dargestellten Funkenerzeugers 
mit EHinfachsteuerfunkenstrecke ist eingeschrankt, da man den Abstand dy, der 
Analysenfunkenstrecke F nicht unabhangig von der Ladespannung Ug, des 
Kondensators C einstellen kann. Der kleinste Elektrodenabstand dy der Analy- 
senfunkenstrecke F kann nur so gewahlt werden, dass bei der an den Klemmen 
des Widerstandes R, herrschenden Spannung kein Funke durchschlagt. Wie aus 
den Abb. 6, 7, 8 und 9 ersichtlich ist, hat dieser Umstand bis 20 000 Volt Lade- 
spannung des Kondensators C und bei gewéhnlich verwendeten Analysenelek- 
troden-Abstanden keine praktisch unangenehmen Folgen, es kénnen jedoch 


“UNTERSUCHUNGEN UBER LICHTQUELLEN FUR SPEKTRALANALYSE z 105 
\ 

solche entstehen, wenn bei solchen Ladespannungen der Elektrodenabstand 

sehr klein ist oder wenn bei gebrauchlichen Elektrodenabstanden héhere Span- 
nungen vorliegen. 

Diesen Nachteil kann man in der Weise vermeiden, dass man anstelle 

der Einfachsteuerfunkenstrecke S, der Abb. 4 eine Doppelsteuerfunkenstrecke 

S,, wie in Abb. 10, verwendet, wodurch im Stromkreis mit der Analysenfunken- 


Abb. 10. Schaltungsschema des elektronisch gesteuerten Funkenerzeugers mit Doppelsteuer- 

funkenstrecke. C — Kondensator. F — Analysenfunkenstrecke. L — Selbstinduktionsspule. 

R,, R, — Spannungsteiler, ohmsche Widerstande. R;, Ry — ohmsche Widerstinde. S, — Doppel- 

steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungs-Transformator. V; — Thyratronréhre. V. — Gleich- 
richterdiode. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis. 


strecke zusammen drei Funkenstrecken vorliegen. Die Einschaltung der dritten 
Funkenstrecke hat zur Folge, das gleichzeitig auch ein ohmscher Widerstand 
R, zur Uberbriickung der Analysenfunkenstrecke F eingeschaltet werden muss. 
Bei dieser Schaltung sind die beiden Halften der Doppelsteuerfunkenstrecke 
S, geometrisch gleich. Die ohmschen Widerstande R, und R, verteilen die Lade- 
spannung des Kondensators C gleichmassig an die beiden Halften der Steuer- 
funkenstrecke S, trotz Einschaltung des ohmschen Widerstandes R,, da dessen 
Wert neben R, und R, vernachlassigbar ist. 

Wird in der Schaltung gemass Abb. 10 die Analysenfunkenstrecke F kurz- 
geschlossen, entsteht die Schaltung der Abb. 4. Bei geéffneter Analysenfunken- 
strecke F ist die Wirkungsweise des Schaltsystems folgende: Wenn wir auf 
das Gitter der iibrigens durch negative Vorspannung gesperrten Thyratron- 
réhre V, einen positiven Spannungsstoss geben, ziindet die Réhre und Punkt 
»b« der Schaltung gerat auf das Potential des Punktes »a«. Da vorher der Ab- 
stand der Doppelsteuerfunkenstrecke 5, so eingestellt war, dass bei gegebener 
Spannung eben kein Durchschlag erfolgt, ensteht auf der oberen Halfte von S, 
annahernd die doppelte Spannung, demzufolge die obere Halfte von S, durch- 
schlagen wird. Nach dem Durchschlag fangt der Kondensator C an, sich tiber 
R, — obere Halfte von S, — R, zu entladen. Hiernach zeigt sich die Lade- 
spannung des Kondensators an den Klemmen der Widerstande R, und R,. 
Wenn die Widerstande R, und R, voneinander wesentlich abweichen, wird 
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vorerst diejenige Funkenstrecke durchschlagen, welche von grésserem Wider- 
stand iiberbriickt ist. Wenn der Widerstand R, grdsser ist als Rg, wird nach 
dem Durchschlagen der oberen Halfte der Steuerfunkenstrecke S, erst die 
Analysenfunkenstrecke F durchschlagen. Nach dem Durchschlagen der Analysen- 
funkenstrecke F ist der Entladungsweg des Kondensators F — obere Halfte 
von S,—R;. In diesem Fall erscheint die ganze Ladespannung des Konden- 
sators C bei Rj, demzufolge auch die untere Halfte der Steuerfunkenstrecke S, 
durchschlagen wird. Nach diesem Verlauf entladt sich der Kondensator tuber 
L—S, —F. Ist R, wesentlich grésser als R,, wird der Durchschlag des unteren 
- Teiles von S, friiher eintreten als der Durchschlag bei F. Den Fall R; = Ry 


‘werden wir spater besprechen. 


Charakteristische Eigenschaften des elektronisch gesteuerten 
Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke 


Die ersten Untersuchungen bezweckten die optimalen Werte fir die 
Widerstande R, und R, festzulegen. Abb. 11 und 12 stellen die Messergebnisse 
dar. Es ist aus diesen Abbildungen ersichtlich, wie sich bei Analysenelektroden- 


Abb. 11. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke. ds. — Elektro- 
denabstand der Steuerfunkenstrecke. R; und R, — ohmsche Widerstinde. dp — 3 mn, 
Uc — 18000 Volt, C — 10000 pF, Funkenhiufigkeit 50/s. 


Abstinde dy = 3 mm und dy = 6 mm und verschiedenen R, und R, Werten 
ds. bzw. Ads, andert. Wenn wir von Elektrodenabstanden der Doppelsteuer- 
funkenstrecke sprechen, ist immer die Summe der beiden halben Funkenstrecken 
zu verstehen. 

Auf die beiden waagrechten Achsen der Abb. 11 sind die R, bzw. R, Werte 
im logarithmischen Massstab, auf der senkrechten Achse dg d. h. der Gesamt- 
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abstand der Elektroden der Doppelsteuerfunkenstrecke aufgetragen. Bei den 
Messungen waren C = 10000 pF, Uc = 18000 Volt, dp = 3 mm. Aus der 
por ergibt sich, dass R, und R, nie einen bestimmten Héchstwert tiberschreiten 
dirfen, damit Ads, gross, d. h. das Wirkungsgebiet breit sei. Weiterhin zeigt 
die Abb. dass wenn der Wert von R, zwischen 0,001 und 0,15 Megohm, der Wert 
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Abb. 12. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke. ds, — El 
denabstand der Steuerfunkenstrecke. R,; und R, — ohmsche Widerstiinde. ie fee 
Uc — 18000 Volt, C — 10000 pF, Funkenhdufigkeit 50/s. Z 
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Abb. 13. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhangig- 

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds,, von der Ladespannung Uc und dem Analysen- 

elektrodenab:tand dp. C — 1000 pF, R, — 0°02 Megohm, R, — 0°5 Megohm, Funkenhiaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


von R, zwischen 0,02 und 0,15 Megohm liegt, die Flache eine Hochebene 
hat, wo das Wirkungsgebiet am breitesten ist. Hier andert sich der Wert von 
ds, von 7°2 bis 12°0 mm. Ausserhalb dieses, mit Hochebene bedeckten Gebietes 


nimmt Ads, ab. 
Wenn man unter Beibehaltung obiger Versuchsverhaltnisse den Abstand 


dy der Analysenfunkenstrecke von 3 mm auf 6 mm erhéht, gelangt man zu 


2 Acta Physica IV/2. 
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den in Abb. 12 dargestellten Verhaltnissen. Das erste, was man aus der Abb. 
entnehmen kann ist, dass bei dg = 6 mm das breiteste Wirkungsgebiet zwischen 
den Werten von ds, = 7:2 —10°2 mm liegt. Der Héchswert von ds, war, bei 
d; = 3 mm, 12 mm. Als zweites ist auffallend, dass sich in der Flache eine 
Mulde bildet, innerhalb welcher sich das Wirkungsgebiet soweit verengt, dass 
das System betriebsunfahig wird. Die Ausbildung dieser Mulde kann folgen- 


derweise erklart werden. 


C= 5000 pF 
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Abb. 14. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhingig- 

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds,, von der Ladespannung Uc und dem Analysen- 

elektrodenabstand dp. C — 5 000 pF, R, — 0°02 Megohm, R, — 0°5 Megohm, Funkenhaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


Wir erwahnten schon friiher, dass, wenn beim Betrieb nach dem Schal- 
tungsschema der Abb. 10 die obere Halfte der Steuerfunkenstrecke S, durch- 
schlagt, die Spannung Ug, des Kondensators sich an den Widerstanden R, und 
R, verteilt. Aus Abb. 12 ist ersichtlich, das der Minimalwert von ds, = 7°2 mm 
ist und auf die untere Halfte der Doppelfunkenstrecke S,, 3°6 mm entfallt. 
Da der Abstand der Analysenfunkenstrecke dp = 6 mm ist, kann die Lade- 
spannung Uc = 18 000 Volt des Kondensators C unter gegebenen Verhaltnissen 
den Abstand 6 + 3°6 = 9°6 mm nicht durchschlagen, wenn die Widerstande 
R, und R,, die Spannung Ug auf die beiden Funkenstrecken annahernd gleich- 
missig verteilen. Die Mulde in Abb. 12 ist in der Nahe derjenigen Widerstands- 
werte, bei denen Rg und R, annahernd gleich sind. Damit nach dem Durch- 
schlagen der oberen Halfte der Steuerfunkenstrecke S,, die untere Halfte und 
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auch die Analysenfunkenstrecke F durchschlage, miissen die Widerstandswerte 
von R, und R, wesentlich verschieden sein. Ist R, grésser als Ry, gelangen 
wir auf der Abb. 12 in das links von der Mulde gelegene Gebiet, im entgegen- 
gesetzten Fall in das rechte. Im Gebiete links von der Mulde haben wir eine 
Hochebene betrachtlicher Ausdehnung, unter welcher sich das gunstige Wirkungs- 
gebiet ausbreitet. 
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Abb. 15. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhingig- 

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds,, von der Ladespannung Ug und dem Analysen- 

elektrodenabstand dy. C — 10 000 pF, R,; — 0°02 Megohm, R, — 0°5 Megohm, Funkenhiufig- 
keit 50;s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


Nach dem die optimalen Werte von R, und R, bekannt waren, untersuch- 
ten wir bei verschiedenen Analysenelektrodenabstanden dy die Ausbildung der 
Elektrodenabstande ds, der Steuerfunkenstrecke und mit diesen das richtige 
Wirkungsgebiet in Abhangigkeit von der Ladespannung Ug, und der Kapazitat 
des Kondensators C. Die Messungen fiihrten wir bei R,; = 0°02 Megohm, R, = 
= 0°5 Megohm, C = 1000, 5 000, 10 000 und 20 000 pF durch. Die Ergebnisse 
sind in den Abb. 13, 14, 15 und 16 dargestellt. 

In simtlichen Abbildungen beziehen sich die Kurven dp = 0 auf kurz- 
geschlossene Analysenfunkenstrecke. Es ist zu bemerken, dass der Betrieb bei 
entsprechend kleinen Steuerelektrodenabstanden noch bei 2 000 Volt méglich ist. 
Diese Tatsache ist bei den Ziindfunken liefernden elektronisch gesteuerten 
Funkenerzeugern von Bedeutung. Bei auf dy = 3 mm geéffneter Analysen- 


2* 
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funkenstrecke hort, laut Abb. 13, 14 und 15, der Betrieb bei ungefahr 12 kV auf, 
in der Abb. 16 schon bei 16 kV. Das Wirkungsgebiet nimmt bei dp = 6 bzw. 
9 mm noch weiter ab. Je kleiner die C-Werte sind, umso grésser muss die Span- 
nung sein, um den Betrieb des Systems aufrecht erhalten zu kénnen. Im Falle 
einer Kapazitat C = 1000 pF und dy = 6 und 9 mm, besteht iitberhaupt keine 
Betriebsméglichkeit. Mit abnehmenden Kapazitatswerten wird das Wirkungs- 
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Abb. 16. Wirkungsgebiet des Funkenerzeugers mit Doppelsteuerfunkenstrecke in Abhangig- 

keit von dem Steuerelektrodenabstand ds,, von der Ladespannung Uc und dem Analysen- 

elektrodenabstand dr. C — 20 000 pF, R, — 0°02 Megohm, R, — 0°5 Megohm, Funkenhaufig- 
keit 50/s. Die Wirkungsgebiete sind gestrichelt. 


gebiet schmaler und verschiebt sich in der Richtung kleinerer Analysenelektroden- 


Abstande. 


Pro Sekunde 100 Funken liefernder elektronisch 


gesteuerter Funkenerzeuger 


Die in den Abb. 4 und 10 dargestellten Funkenerzeuger kénnen bei An- 
schaltung an ein 50 Perioden-Netz nur 50 Funken pro Sekunde liefern. Mit 
Hilfe der Schaltung in Abb. 17 kann man 100 Funken pro Sekunde erzeugen. 
In dieser Schaltung ist der vom Kondensator C rechts liegende Teil identisch 
mit dem entsprechenden Teil der Abb. 4. Der Unterschied zwischen beiden ist 
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der, dass hier in Graetz-Schaltung Doppelweggleichrichtung erreicht wird. 
Wenn der positive Spannungsstoss, welcher das Gitter der Thyratronréhre V, 
steuert, so erfolgt, dass der Funke stets beim Nullwert der.Transformator- 
spannung entsteht, kénnen regelmassige Funkenfolgen erzeugt werden. Solche 
Entladungsverhaltnisse zeigt das Oszillogramm der Abb. 21. 

Bei der 100 Funken pro Sekunde liefernden Anordnung (Abb. 17) ist die 
Zeit zur Entionisierung der Steuerfunkenstrecke S, viel Kleiner als im Falle 
von 50 Funken pro Sekunde. Bei den hier verwendeten Kapazitats- und Span- 
nungswerten und einer Entlandungshaufigkeit von 50 Funken pro Sekunde ist 
die Entionisierung der Steuerfunkenstrecke S, immer geniigend, dies wird aber 
nicht der Fall sein, wenn bei grésseren Spannungs- und Kapazitatswerten 
die Haufigkeit auf 100 Funken pro Sekunde ansteigt. Die Verhiltnisse gestalten 


Abb. 17. Schaltungsschema des 100 Funken pro Sekunde liefernden elektronisch gesteuerten 

Funkenerzeugers. C — Kondensator. F — Analysenfunkenstrecke. L — Selbstinduktionsspule. 

R,, R, — Spannungsteiler ohmsche Widerstinde. R, — ohmscher Widerstand. S, — Einfach- 

steuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungstransformator. V; — Thyratronréhre. V2, Vs, Va 
V; — Gleichrichterdioden. Der dick gezeichnete Teil ist der Entladekreis. 


sich nicht giinstiger, wenn die Elektroden der Steuerfunkenstrecke nicht schei- 
benférmig sind, sondern aus 5—10 mm starken Staiben verfertigt werden. Den 
Betrieb eines solchen Funkenerzeugers kann man so aufrechterhalten, dass in 
die Steuerfunkenstrecke S, Luft eingeblasen wird. 


Ziindfunken liefernder elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger, 


Der kondensierte Hochspannungsfunke ist zu quantitativen Analysen sehr 
gut brauchbar, nachteilig ist jedoch die geringere Empfindlichkeit derselben. 
Um grissere Empfindlichkeit zu erreichen, wird zur Anregung der Abreissbogen 
oder kondensierte Niederspannungsfunke verwen det. Bei derartigen Licht- 
quellen wird die Bogen- bzw. Funkenentladung durch einen kondensierten 
Hochspannungsfunken kleiner Energie eingeleitet, und bei dieser Verwendung 
abertrifft der neue elektronisch gesteuerte Funkenerzeuger simtliche anderen 


Einrichtungen. 
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Ein zur Ziindung von Abreissbégen und kondensierten Niederspannungs- 
funken verwendbarer elektronisch gesteuerter Funkenerzeuger ist in Abb. 18 
dargestellt. Hier sind Tr, V,, Vs, Cy und C, die tblichen Schaltelemente eines 
Spannungsverdopplers. Der eigentliche Arbeitskondensator ist C, und erhalt 
seine Ladung von C, und C, tiber den ohmschen Widerstand R,. Der ibrige 
Teil des Schaltungsschemas ist mit den friiheren identisch, nur ist im Entladungs- 
kreise noch die primare Windung des Tesla Transformators A eingebaut. Die im 
Stromkreis C,—S,—A entstehenden Hochfrequenzentladungen werden im Tesla 
Autotransformator A transformiert und liefern die Ziindfunken. 

Bei Ziindfunkenerzeugern ist die Gleichstromspeisung von ausgesproche- 
nem Vorteil. Wiirde namlich der Kondensator C,; der Abb. 18 besonders zur 


Abb. 18. Schaltungsschema des Ziindfunken liefernden Funkenerzeugers. A — Tesla Auto- 

transformator. C,, C,, C; — Kondensatoren. R,, R, — Spannungsteiler, ohmsche Widerstande. 

R,, R, — ohmsche Widerstinde. S, — Doppelsteuerfunkenstrecke. Tr — Hochspannungs- 

transformator. V, — Thyratronréhre. V,, V; Gleichrichterdioden. Der dick gezeichnete Teil ist 
der Entladekreis. 


Zindung der kondensierten Niederspannungsfunken, mit Wechselstrom ge- 
speist, so wiirde der Zeitpunkt der héchsten Ladespannung des Niederspannungs- 
kondensators und des Kondensators C, nicht zusammenfallen. Analysenfunken 
und, Ziindfunken héchsten Nutzeffektes entstehen aber gerade dann, wenn die 
Ladespannung des Kondensators ihren Scheitelwert erreicht. Bei der Speisung 
des Kondensators mit Wechselstrom ist eben das Zusammenbringen der beiden 
Phasenlagen schwierig, wenn hingegen der Kondensator C, mit Gleichstrom auf- 
geladen wird, kann die Ziindung in der gewinschten Phasenstellung erfolgen, 
da die Einstellung der Phase des positiven Spannungsstosses, welcher das Gitter 
der Thyratronréhre V, steuert, leicht gelingt. 


Auftreten von Uberspannungen 


Der hier beschriebene Funkenerzeuger ist im wahren Sinne des Wortes 
ein absolut sicher arbeitender Apparat, welcher, nachdem der Elektroden- 
abstand der Steuerfunkenstrecke zur speisenden Spannung richtig angepasst ist, 


—_ 
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ohne jede Stérung unerdlich lange Zeit regelmassig im Betrieb gehalten werden 
kann. Dies ist wahrscheinlich dem Umstand zu verdanken, dass bei der Ziindung 
der Funkenstrecken betrichtliche Uberspannungen auftreten und diese zum 
grossen Teil zum Erfolgen der sicheren Ziindung beitragen. 

Ahnliche Uberspannungen beobachtete Kaiser [29] beim Feussner’schen 
Funkenerzeuger. Unser Funkenerzeuger zeigt hinsichtlich der Steuerfunken- 
strecken grosse Ahnlichkeit mit dem Feussner’schen, besonders bei Anwendung 
der Doppelsteuerfunkenstrecke, da in diesem Falle ebenso drei Funkenstrecke 


Abb. 19. Uberspannungen im elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger. C — 5000 pF, 
Uc = die Ladespannung des Kondensators C, Ut — Uberspannung. ; 


hintereinander geschaltet sind wie beim Feussner’schen Funkenerzeuger. Die 
Uberspannungen schreibt Kaiser den an den Steuerfunkenstrecken beim 
Schaltungsverlauf entstehenden Wanderwellen zu. 

Zur Messung der Uberspannurgen schalteten wir, parallel zur Doppel- 
steuerfunkenstrecke, ein Kugelpaar von 50 mm Durchmesser ein. Bei gegebener 
Einstellung und Betrieb des Funkenerzeugers naherten wir die Kugeln einander 
so lange, bis zwischen ihnen ein Durchschlag erfolgte. Aus der Entfernung der 
Kugeln bestimmten wir dann die Durchschlagsspannung. 

Die Ergebnisse der Uberspannungsmessungen geben wir in Abb. 19. Auf die 
waagrechte Achse ist die Ladespannung Uc des Kondensators C aufgetragen, 
auf die senkrechte Achse die an der Kugelfunkenstrecke gemessene Gesamt- 
spannurg. Letzterer Wert enthalt die Ladespannung U, und die Uberspannung 
Uy. Die Entfernung der Punkte oberhalb der unter 45° gezogenen Geraden, 
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senkrecht von den Geraden gemessen, ist die Uberspannung Uy. Die Messungen 
haben wir bei einer Kapazitat von C = 5000 pF durchgefiihrt. 

Die in der Abb. 19 eingezeichneten iibereinander liegenden Punkte wurden 
bei konstanten Ladespannung U, und verschiedenen Abstand dgp der Elektroden 
der Steuerfunkenstrecke aufgenommen. Die Messergebnisse zeigen, dass je grés- 
ser der Elektrodenabstand der Steuerfunkenstrecke ist, umso grésser wird auch 
die beobachtete Uberspannung. Bei den kleinsten zulassigen Steuerelektroden- 
abstanden bei denen der Betrieb noch aufrecht erhalten werden kann, gibt es 
keine Uberspannung oder aber ist diese sehr gering. Da wir im allgemeinen in 
der Mitte des durch den obersten und untersten Elektrodenabstand ds, der 
Steuerfunkenstrecke bestimmten Wirkungsgebiet arbeiten, kénnen wir standig 
mit dem Auftreten von ungefahr 25°%-igen Uberspannungen rechnen. Die Unter- 
suchungen bewiesen, dass das Auftreten von Uberspannungen von dem Ab- 
stand dy der Analysenfunkenstrecke unabhangig ist. 


Veranschaulichung der Wirkungsweise des elektronisch 
gesteuerten Funkenerzeugers 


Um den Betrieb des beschriebenen Funkenerzeugers zu veranschaulichen, 
geben wir in den Abb. 20, 21 und 22 einige Oszillogramme. Die Oszillogramme 
der Abb. 20 zeigen den Verlauf der Klemmspannung des Kondensators der Abb. 4 
bei der Kapazitat C = 10000 pF, Ladespannung Uc = 18000 Volt und ver- 
schiedenen Funkenhaufigkeiten. Die Oszillogramme sind mit einem Siemens’schen 
Schleifenoszillographen aufgenommen. Die Abb. 20b — 20f geben den Verlauf 
der Spannung an den Klemmen des Kondensators, wenn das Gitter der Thyra- 
tronréhre V, der Abb. 4. mit positiven Spannungsstéssen verschiedener Haufig- 
keit gesteuert wurde. Die Haufigkeit der Funken pro Sekunde ist in Abb. 20a, 
50, in Abb. 20b 4/. 50, in Abb. 20c 1/; x 50, in Abb. 20d 1/; x 50, in Abb. 20e 
Mg X 50, und in Abb. 20f 4/,, x 50. Die Kleinen Unregelmassigkeiten der 
Oszillogramme der Abb. 20. sind der Selbstschwingung der Oszillographen- 
schleife zuzuschreiben. 

Das in der Abb. 21. gegebene Oszillogramm wurde bei der Schaltung der 
Abb. 17. aufgenommen und zeigt ebenfalls den Verlauf der Spannung an den 
Klemmen des Kondensators C. Die weiteren Betriebsangaben sind: C = 10 000 
pF, Uc = 18 000 Volt, Funkenhaufigkeit 100/s. Hier erfolgte also die Steuerung 
des Gitters der Thyratronréhre V, der Abb. 17 pro Sekunde durch 100 positive 
Spannungsstésse. 

Die Abbildungsgruppe 22 zeigt, wie es méglich ist, mit den nach Schaltung 
der Abb. 18 erzeugten Ziindfunken, einen Abreissbogen-Betrieb aufrecht zu 


erhalten. Bei diesen Aufnahmen war der Tesla Transformator A der Abb. 18 
an einen mit Wechselstrom gespeisten Bogenstromkreis angeschlosseu. Das Gitter 


os 


Abb. 20.Verlauf der Spannung an den Klemmen des Kondensators der Abb. 4 bei verschiedenen 
Funkenhiufigkeiten. Mit einem Schleifenoszillographen hergestellte Oszillogramme. c — 10000 
pF, U — 18000 Volt. Die Funkenhaufigkeit pro Sekunde : im Bilde »a« 50, im Bilde »b« 
1/, X 50, im Bilde »c« 4/3 x 50, im Bilde »d« 1/, x 50, im Bilde »e« 3/, X 50, im Bilde »f« 
16 50) 


Abb. 21. Verlauf der Spannung an den Klemmen des Kondensators C der Abb. 17, C — 10 000 
pF, Uc — 18000 Volt. Funkenhiufigkeit 100/s. 


der Thyratronréhre V, der Abb. 18 wurde im gewiinschten Tempo mit positiven 
Spannungsstéssen durch einen Impulsgenerator gesteuert. In simtlichen Bildern 
der Abb. 22 zeigt das obere Oszillogramm den Verlauf der Spannung an den 
Elektroden der Analysenfunkenstrecke, das untere ist die Stromkurve. In samt- 
lichen Bildern ist bei den oberen Kurven die Sinus-Grundkurve die Spannungs- 
kurve des 50-Pericden Wecheelstromnetzes. Die Aufnahmen wurden mit einem 


: ~ i. 
116 4. BARDOCZ . 1 
H 
: 


Schleifenoszillographen gemacht. 

Abb. 22a zeigt den Fall, wenn in jeder Halbperiode der Wechselspannung 
ein Bogen entsteht. In der Abb. 22d entsteht der Bogen in jeder zweiten Halb- 
pericde, hier haben wir einen gleichgerichteten Bogen. In der Abb. 22b entsteht 
der Bogen in zwei nacheinander folgenden Halbperioden, darauf folgt eine 4 
Pericden large Pause. In der Abb. 22e gibt es in jeder fiinften Pericde einen 
Bogen (gleichgerichtet), usw. 


ALLGEMEINE BEMERKUNGEN 


Die wissenschaftliche wie auch die praktische Spektroskopie ist in vielen 
Fallen bei der Funken- oder Bogenanregung wesentlichen LEinschran- 
kungen unterworfen, da die Haufigkeit der Funken bzw. Bégen pro Se- 
kunde durch die Periodenzahl des Netzes gegeben ist. Demzufolge kénnen, 
abgesehen von wenigen Ausnahmen, beinahe alle Hoch- und Niederspannungs- 
Funkenerzeuger und Bogenerzeuger nur der Periodenzahl des Netzes ent- 
sprechend 100 oder 50 Funken bzw. Bégen pro Sekunde liefern. Die Folge dieser 
Einschrankung ist in vielen Fallen, dass die Anregung nicht den besten An- 
regungsverhdltnissen entspricht, sondern die Anregungsverhaltnisse miissen der 
erlaubten Erwirmung angepasst werden. In Bezug auf die Erwarmung sind 
kleinere Funken- bzw. Bogenhaufigkeiten erwiinscht. Anderseits weisen die 
spektrochemischen Forschungen dahin, dass in vielen Fallen noch gréssere 
Funkenhaufigkeiten erwiinscht sind als die auf gebrauliche Weise erreichbare 
Haufigkeit von 100 pro Sekunde, da auf diese Weise die Analysengenauigkeit 
ansteigt. Vom Standpunkte der Analysengenauigkeit sind also in einigen Fal- 
len gréssere Funkenhaufigkeiten erwiinscht. 

Um diesen beiden Anforderungen der praktischen Spektralanalyse Geniige 
zu leisten, wurden verschiedene Gerate eingefiihrt. Bei der Anwendung von 
Abreissbogen wird die schidliche Erwarmung in der Weise verhindert, dass 
zwischen zwei Brennperioden kiirzere oder langere Pausen eingeschaltet werden. 
Dieses Intermittieren wird meistens durch in den Ziindstromkreis, oder in den 
Bogenstromkreis, oder in beide eingebauten Drehschalter erreicht. Abgesehen von 
einigen ganz aussergewéhnlichen Fallen, ist diese Anordnung nicht ganz be- 
friedigend, da bei sehr |kurzer Brenndauer die Wiederholbarkeit liickenhaft 
werden kann. Diese Aufgabe kann mit dem elektronisch gesteuerten Fun- 
kenerzeuger sehr einfach und vollkommen durch Steuerung des Gitters der 
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Thyratronréhre V, der Abb. 18 erfiillt und auf diese Weise die Haufigkeit der — 
Entladung, weitgehend verandert werden. Man kann also mit dieser Finrichtung 
die Anregungsenergie beliebig einstellen. und somit durch Verminderung der 
Bogen- bzw. Funkenzahl pro Zeiteinheit die tibermassige Erwarmung vermeiden. 

Zur Zeit werden Funken grésserer Haufigkeit als 100 pro Sekunde so 
erzeugt, dass durch entsprechende Einstellung der Spannung und der Steuer- 
funkenstrecke je Halbperiode mehr als ein Funken entstehen [45, 53, 56]. Als 
Grund der so erreichten besseren Analysenergebnisse wird angenommen, dass 
infolge der grésseren Funkenhaufigkeit in der Funkenstrecke verbleibende Ionen 
die Feldstarke verindern, und darum die Funken nicht zwischen ausgezeich- 
neten Punkten der Elektroden iiberspringen, sondern die Oberflache der Elek- 
troden unabhangig von deren Form in gewissem Grade gleichmissig bearbeiten 
[45]. Wenn diese Annahme richtig ist, miisste die Funkenpause beim Ubergang 
von einer Halbperiode in die andere ungiingstig sein und ein ununterbrochenes 
Funken erwiinscht sein. Mit dem elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger ist 
auch diese Aufgabe ohne weiteres erfillbar, mit Gleichstromspeisung und Steue- 
rung des Gitters der Thyratronréhre (Abb. 18) mit einer 100 pro Sekunde iiber- 
steigender Zahl von positiven Spannungsstéssen. 

Wenn man die 4Alteren, mit fester Steuerfunkenstrecke und die durch 
Synchronschalter gesteuerten mit den elektronisch gesteuerten Funkenerzeugern 
vergleicht, ergibt sich folgendes. Bei den mit festen Funkenstrecken gesteuerten 
Funkenerzeugern ist die Einstellung des Elektrodenabstandes der Steuerfunken- 
strecke heikel und eine Abniitzung derselben kann die Anregungsverhilt- 
nisse verandern. Prinzipiell ware die Steuerung mit dem synchron Drehschalter 
volkommen durchfihrbar, dessen Nachteil ist aber — wie im historischer Uber- 
blick schon besprochen wurde — dass infolge der standig wechselden Abstande 
der Steuerfunkenstrecke die Verteilung der Funkenenergie zwischen der Analysen- 
und Steuerfunkenstrecke sich standig andert. Bei den elektronisch gesteuerten 
Funkenerzeugern ist eine kleine Anderung im Abstand der Elektroden der 
Steuerfunkenstrecke ohne Belang, da innerhalb eines Gebietes von einigen mm 
die Arbeitsverhaltnisse annahernd identisch bleiben. Ausserdem, da die Steuer- 
funkenstrecke feststehend ist, wird die Verteilung der Entladungsenergie 
zwischen der Steuerfunkenstrecke und Analysenfunkenstrecke in konstantem 
Verhialtniss bleiben. 

Laut der bisher Besprochenen sind bei den elektronisch gesteuerten Funken- 
erzeugern alle Vorteile der friiheren Steuersysteme bei Beseitigung von deren 
Nachteilen, aufrecht erhalten. 

Schliesslich seien noch die mit Einfach- und Doppelsteuerfunkenstrecke 
arbeitenden elektronisch gesteuerten Funkenerzeuger verglichen. 

Wenn man die charakteristischen Kurven (Abb. 6, 7, 8 und 9) der Ein- 
fachsteuerfunkenstrecken-Schaltung (Abb. 4) mit den charakteristischen Kurven 
(Abb. 13, 14, 15 und 16) der Doppelsteuerfunkenstrecken-Schaltung (Abb. 10) 
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vergleicht, kann man feststellen, dass das Wirkungsgebiet des Doppelsteuer- 
funkenstrecken-Systems bei einem Abstand dy = 3 mm der Analysenfunken- 
strecke grésser ist als bei der Einfachsteuerfunkenstrecke. Bei grésserem Elek- 
trodenabstand ist das Wirkungsgebiet der beiden Systeme im allgemeinen gleich. 
Bei Einfachsteuerfunkenstrecke ist die mittlere Lange ds, der Steuerfunken 
aber ungefahr-nur die Halfte der Lange der Doppelsteuerfunken. 

Nachteilig fir das Einfachsteuerfunkenstrecken-System ist, dass der Ab- 
stand der Analysenfunkenstrecke F von der Ladespannung Ug des Kondensa- 
tors C nicht unabhangig ist. Praktisch ist, in beiden Fallen, die Lange der 
Steuerfunkenstrecken von der Lange der Analysenfunkenstrecke unabhangig. 

* * * 

Fir den Beitrag bei der Entwicklung des elektronisch gesteuerten Funken- 
erzeugers danke ich Herrn A. Klatsmdényi. Dank gebihrt den Mitarbeitern 
Herrn K. Berta, A. Boronkay, S. Eder, F. Mancz und Z. Sibalszky fir ihre 
Teilnahme an den Versuchen und der Durchfiihrung der Messungen. 
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MCKPOBOM BO3BYQUTEJIb C SJIEKTPOHHYECKHM YIIPABJIEHHEM 
QA WENEA CMEKTPAJIbBHOrO AHAJIN3A 


A. BAPOL 


Peswme 


YnpapieHve MCKpOBbIM BO3OyAMTeIeM, MCHONb3yeMbIM WIA Wee CieKTPasbHOrO 
aHaJIu3a, MO)KeET ObITb OCYINECTBIICHO C TIOMOLbIO MaJIOMOLJHbIX IJIEKTPOHHBIX JIAMI, YePe3 KOTO- 
pble ynpaBsneman 9HeprHAl HE MIpOMycKaeTCA, HO KOTOPbIe TOJIBKO BbISbIBAIOT MCKPOBOH paspaAr. 
B HacTos me paboTe UcKpOBOH paspaAq ympaBAeTCA THpaTpOHOM. CylJHOCTb 3J1eKTPOHHYe- 
CKOFO ‘YypaBJIeHHA 3aKOUaeTCA B TOM, YTO TIPHMeHAIOTCA [Ba MCKPOBBIX MPOMe>KyTKAa, ONMH 
M3 KOTOPbIX WIyHTHpyeTCA OMHMYECKHM COIMPOTHBJICHHEM, BKJIIOUCHHBIM MOCI€AOBaTebHO C 
THpaTpoHoM. Ecum ceTKa THpaTpoHa, 3AMKHyTaA C OTPHMWATeIbHbIM TIpeqBapUTeMbHOM HalipsA- 
YKEHHEM, MOJTYYaAeT MOO KUTCH UMIyJIbC, TO CHauaa B HeLIYHTHPOBaHHbIM, a 3aTeM B 
IWYHTHPOBaHHOM THpaTPOHOM HM OMMYECKHM COMPOTHBJIEHHeM MCKPOBOM MIpOMe)KYTKE COBep- 
mwaeTca mpoO0H, KOTOPHI 3a,xKHraeT OCHOBHOM pa3pxaAq. DeKTPOHMYeCKOe ylpaBseHHe 3Ha- 
YAMTEJIbHO YMCHbIUaeT HEYCTOMYMBOCTS APyrux ympaBsAOWMx cucTeM. Kpome Toro 1pHMeHeHHe 
SIIEKTPOHHYeECKOTO yMpPaBeHHA MO3BOJIAeT B BeCbMa OOJbIIOM HHTEPBasle U3MCHATb UYHCIIO 
MCKp Ha | CeK. STO aeT BO3MOXKHOCTb JIEFKO PerysJIMPOBaTb MU 4YaACTOTY MpPepbIBHCTHIX HH3KO- 
BOJIBTHBIX KOH/CHCHPOBaHHbIX HCKP. 


ee a a eee 
q 
> 


DIE BEWEGUNG DES ENERGIEMITTELPUNKTES UND 
DER ENERGIE-IMPULS-TENSOR DES ELEKTRO- : 
MAGNETISCHEN FELDES IN DIELEKTRIKA 


Von 
G. GYORGYI 


ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobdtzky. — Eingegangen: 18. II. 1954.) 


Es werden die Bewegungsgesetze des Massenmittelpunktes der elektromagnetischen 
Energie und des mit dem elektromagnetischen Feld in Wechselwirkung stehenden Dielektrikums 
untersucht. Es ergibt sich, dass der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor mit den iiblichen 
Begriffen der Mechanik und mit dem Satz von der gleichférmigen Bewegung des Massenmittel- 
punkteg eines geschlossenen Systems in Einklang steht. 


Die in isotropen Dielektrika giltige Form des Energie-Impuls-Tensors des 
elektromagnetischen Feldes stand im Mittelpunkt einer sich iiber mehrere Jahr- 


zehnte hinziehenden Diskussion [1—7]. Einige Forscher traten fiir den von 
Minkowski [1] aufgestellten asymmetrischen Ausdruck 


t+ Fin Cw — bu Fy; Gys : (1) 


Az 


ein, waihrend andere den von Abraham [2] vorgeschlagenen symmetrischen 
Tensor 


1 : 
oe |F Gi + Giv Fin — #y Oix Frys Gus -— (eu — 1) (v;82,, + v%82i) | (2) 


TA— 
ik On 


als den fiir die Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und 
den Dielektrika charakteristischen, richtigen Energie-Impuls-Tensor anerkann- 
ten. Die gebrauchten Bezeichnungen sind : 


O ees a O a= Oye a1 Dy 

Reel te OC Bs 1 ae Boe: ay 
ty Diyas Dx O —if,z j Dy — Dx O —t, 
ic, iG; it, oO | | ie wie iD, O 


fiir die zwei antisymmetrischen Tensoren, die das elektromagnetische Feld be- 
schreiben bzw. die Feldgréssen ©, 8, D und  zusammenfassen, 


Q; = vyu Fy (Gino: + Gewi + Grive) , ferner ist vj = ——— 


die Vierergeschwindigkeit des Dielektrikums in Lichtgeschwindigkeitsein heiten , 


~ oe 
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und schliesslich bedeuten ¢ und p die Dielektrizitatskonstante bzw. die magneti- 
sche Permeabilitat des Dielektrikums. 

Lange Zeit hindurch erfreute sich die Auffassumg von Abraham einer 
grésseren Verbreitung, vor einigen Jahren wandte sich jedoch das Interesse 
wieder dem Minkowskischen Tensor zu [7]. In einer friiheren Arbeit [8] wurden 
die in der Diskussion vorgebrachten Argumente und Gesichtspunkte zusammen- 
gefasst ; diese wiesen darauf hin, dass von den in Frage stehenden Energie- 
Impuls-Tensoren der von Abraham stammende Ausdruck (2) mit den fir die 
Energie, den Impuls und den Drehimpuls giiltigen Erhalturgssatzen, mit den 
Anforderungen der Relativitatstheorie und mit der in der Auffassung der 
Elektronentheorie wurzelnden Anschauung im Einklang steht. 

Der richtige Energie-Impuls-Tensor hat aber nicht nur tiber die Erhaltung 
der Energie, des Impulses und des Drehimpulses Auskunft zu geben, sondern 
muss auch mit den richtigen Bewegungsgesetzen des Energie- bzw. Massen- 
mittelpunktes iibereinstimmen. (Diese Erhaltungssatze sind die Folge der 
homogenen und isotropen Beschaffenheit des vierdimensionalen Raum-Zeit- 
Kontinuums ; weitere solche, aus der Invarianz der Bewegungsgleichungen 
gegeniiber den Translationen und Drehungen des Zeit-Raum-Kontinuums fol- 
gende Erhaltungssatze sind nicht vorhanden [9]}). 

Im letzten Jahre befassten sich zwei Forscher mit der Bewegung des 
Energiemittelpunktes des mit Dielektrika in Wechselwirkung stehenden elektro- 
magnetischen Feldes. 

N. L. Baldzs [10] diskutierte einige interessante Gedankenexperimente. 
Er fand im Laufe seiner Berechnungen, dass wenn man sich der Auffassung 
Abrahams anschliesst, der Energiemittelpunkt eines geschlossenen Systems, das 
aus dem elektromagnetischen Feld und dem sich mit diesem in Wechselwirkung 
befindlichen Dielektrikum besteht, eine gleichférmige Bewegung ausfiihrt. 
Rechnet man hingegen mit den Minkowskischen Ausdriicken, so treten gewisse 
Schwierigkeiten auf. Aus seinen Gedankenexperimenten zog deshalb Baldzs die 
Folgerung, dass man im Interesse der Aufrechterhaltung des Satzes tiber die 
gleichférmige Bewegung des Energiemittelpunktes den Abrahamschen Tensor 
als richtig anzuerkennen habe. 

In seiner Arbeit, deren Hauptziel darin bestand, den Planckschen Satz 
iiber die Tragheit der Energie und den asymmetrischen Energie-Impuls-Tensor 
von Minkowski in Einklang zu bringen, gelangt Beck [11] auf Grund der Min- 
kowskischen Auffassung zum Ergebnis, dass der vollstandige Energie-Impuls- 
Tensor des aus einem Dielektrikum und dem elektromagnetischen Feld bestehen- 
den geschlossenen Systems symmetrisch und natiirlich divergenzfrei ist, weshalb 
fiir ihn der Satz von der gleichférmigen Bewegung des Energiemittelpunktes 
Giltigkeit hat [12]. 

Diese zwei sich scheinbar widersprechenden Folgerungen gaben den 
Anstoss zur eingehenden Untersuchung der Frage, welcher der beiden Energie- 


fy 


— 
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Impuls-Tensoren mit den richtigen Bewegurgsgesetzen des En agree Eee ktes 


tbereinstimmt. 


Es sei Tj, der Energie-Impuls-Tensor des plekiromupuedsehed Feldes, Dix 
der des Dielektrikums und S;, der vollstandige Energie-Impuls-Tensor des aus 
dem Dielektrikum und dem elektromagretischen Feld bestehenden Systems : 


Sin = Tix + Dix. (3) 


Der Energie-Impuls-Tensor Sj, des vollstardigen, geschlossenen Systems 
ist sowohl nach der Auffassung Minkowskis [11] als auch nach der Abrahams [8 ] 
divergenzfrei und symmetrisch : 


OFSi; => 0 5 Sik —— kis (3a) 
' 
Aus diesen Zusammenhangen folgt, dass 


Tie —Thi = —Di + Dui (4) 
und 
0,Dir i 9,T ir = kj. (4a) 


Hier bedeutet k; die vom elektromagretischen Feld auf das Dielektrikum aus- 
geibte ponderomotorische Viererkraftdichte. 

Es sei nun folgender Ausdruck berechnet, der die Bewegung des Energie- 
mittelpunktes des elektromagnetischen Feldes beschreibt : 


=a) (x, Tig —XiT xa) WV = i Bila xT aye = 
ic oe 


= {ets — %j04T x4) dV + {ures — 64iT xa) dV. 


Der Bereich des Integrierens ist der ganze dreidimensionale Raum. Laut 
Gl. (4a) ist 
3 
O4T ia — = 8,7 ig — ki ? 


a=1 


also 


3 
erat —5 | (x,T ia = xiT xa) dV — > (x,9,T ig — x19,,T eq) dV a 
ic dt 


a=1 


+ J CwF ie 01T a) dV = J (sight — ails) dV « 


3 Acta Physica IV/2. 
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Am ersten Glied der rechten Seite wird nun eine partielle Integration vorgenom- 
men. Es wird vorausgesetzt, dass T;, im Unendlichen so schnell verschwindet, 
dass das auftretende Oberflachenintegral Null ist. Als Ergebnis der Umgestal- 
tungen gelangt man zu 


=4 i (pT a —21T 4) dV = ‘ (ciley sx VaVeee J (Tyi—T) dV. (8) 
t 


Es sei nun i = 1, 2, 3 und k = 4. In diesem Falle lasst sich die Gl. (5) in 
jenem Koordinatensystem, in dem die Effektdichte der ponderomotorischen 
Krafte momentan Null betragt*), folgendermassen schreiben : 


d u 8g 1 : 
sfeqay=t{ {2 +8]av + [oar fee | av. (6 
dt 2 i at + | payee a A L 
Hier ist u = —T',,, namlich die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes 


g (T,,/tc, Ta,/tc, Ts,/ic) die Feldimpulsdichte, G (—icT,,, —icT., —icT,,) die 
Stromdichte der Feldenergie und f£ (k,, kj, k;) die ponderomotorische Kraft- 
dichte. 

Das erste Integral der rechten Seite ist laut Gl. (4a) das Integral einer 
dreidimensionalen Divergenz, weshalb es zu einem auf die unendlich entfernte 
Flache erstrecktes Integral umgestaltet werden kann. Da dort T;, Null ist, 
verschwindet es. Es sei nun die zeitliche Ableitung des Ausdruckes (6) gebildet 
und an Stelle von 9g/5t das sich von diesem nur in einer Divergenz unterscheidende 
£ eingesetzt. Das Ergebnis lautet : 


d fu F re) ul 
— |—rdvV =— | |f4+ — |g—— : 
pachcs td S| =F » [o : é|| dV (7) 


Dieser Zusammenhang besagt, dass der elektromagnetische Energie- 
mittelpunkt dann seine Geschwindigkeit andert, wenn auf die im Raume 
befindliche Materie eine ponderomotorische Kraft wirkt (das erste Glied der 
rechten Seite ist deren Reaktionskraft) oder wenn sich die Grésse g— G/c? mit 
der Zeit verindert. Diesem Gliede kénnte man schwer eine physikalische Bedeu- 
tung zuschreiben. 

Vor einer eingehenderen Untersuchung des erhaltenen Resultates sei der 
vorige Gedankengang anstatt mit dem Energie-Impuls-Tensor T;; des elektro- 
magnetischen Feldes auch mit dem die Energie und den Impuls des Dielektri- 
kums beschreibenden Tensor D;, ausgefiihrt. 


*) Dieses Koordinatensystem wurde zur Vereinfachung der Berechnungen gewahlt. Im 
Falle der Benutzung eines anderen Koordinatensystems miisste wegen der vom Feld geleisteten 
Arbeit auch die Verainderung der Ruhmasse des Dieléktrikums beriicksicbtigt werden [13]. 
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Die Umgestaltung des Ausdruckes 


oes 


Dig — xj; Da) dV 
1c a) ow) 


» wees ee 
me, 
\ 


fiihrt bei Heranziehung der Zusammenhange (4—4a) zu folgendem Ergebnis 
(es wird hierbei wieder das Koordinatensystem benutzt, in dem die momentane 


Effektdichte Null ist) : 


d2 re) 1 
= wav =([t+=[9—-, | lar, (8) 
Hier bedeuten f , g und © dasselbe wie friither, wahrend 4 = —D,,/c? die Massen- 
dichte 'des Dielektrikums bezeichnet. 

Jetzt sei auf die Besprechung der als Gl. (7) und (8) erhaltenen Ergebnisse 
ubergegangen. 

Addiert man die Gleichungen (7) und (8), so ergibt sich 


d? u 
sa | (ett =o (9) 


d. h. dass sich der gemeinsame Massenmittelpunkt des Dielektrikums und der 
Energie des elektromagnetischen Feldes mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. 
Dieses Ergebnis ist, wie aus der Herleitung hervorgeht, unabhangig davon, ob 
man sich der Auffassung von Minkowski oder von Abraham anschliesst und 
stimmt mit dem eingangs erwahnten Resultat von Beck iiberein. 

Die Zusammenhange (7) und (8) geben also die Bewegungsgesetze des 
Energiemittelpunktes des elektromagnetischen Feldes und des Energiemittel- 
punktes des Dielektrikums. 

Es ist beachtenswert, dass man zu demselben Ergebnis fiir die rechte 
Seite des Ausdruckes (7) gelangt, ob man nun die Berechnung auf Grund des 
Abrahamschen oder aber des Minkowskischen Tensors durchfiihrt. Die sich als 
Divergenz des Minkowskischen Tensors ergebende Kraftdichte lautet bei Be- 
schrankung auf ein ladungs- und stromfreies,ruhendes isotropes Dielektrikum : 


{4 — — = (C? grad e+ ? grad). (10) 
Jt 


Die Ausdriicke fiir die Impulsdichte und den Energiestrom sind gemass der 
Minkowskischen Auffassung 


gM = + Dx, (11) 


Arc 
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et = Ex. (12) 
Asc 


Auf der rechten Seite der Gl. (7) ist also der Integrand laut der Auffassung 
Minkowskis : 


fs) aa 1 f 8 (eu—1 
Mi | gv__— GM| = — ——] ©? erad 2 grad — |———__ © x §}. 
: iar [o el mala e+ gradu += | 47tc ® 
(13) 
Aus dem Abrahamschen Tensor erhalt man dagegen fir die Kraft, den Impuls 
und die Dichte des Energiestromes : 


3 = 
f4 = — = (CG? grade + ? gradu) + : i : ex ) : (14) 
7 


Asc 
ac Liga. (15) 
e Agztc 
Also ist 
re) 1 1 
144 — Coe = t4 = — (@ grade + §* gradu) + 
Ot C 82 
Oo feu—l1 re) 1 (16) 
ae & = [M4 —_|g@_._—__ ©, 
i Ot | Aztec | 7 Ot [2 c | 


somit tatsachlich der gleiche Ausdruck wie nach der Minkowskischen Auf- 
fassung. Die Bewegung des elektromagnetischen Energiemittelpunktes wird also 
— wie ja zu erwarten war — durch die Feldgréssen sowie durch den nach beiden 
Auffassungen iibereinstimmenden Ausdruck der Feldenergie bestimmt, wobei 
die Wahl der iibrigen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors keinen Einfluss 
auf ihre Grisse hat. 

Der Unterschied zwischen den beiden Auffassungen tritt dann zutage, 
wenn man den die Bewegung des Massenmittelpunktes des Dielektrikums 
bestimmenden Zusammenhang (8) untersucht. Die rechte Seite der Gl. (8) sei 
bei Verwendung der Kontinuitatsgleichung der Materie 


Ou 
—— = — div (ub 
+ Vv (ub) 


und der vektoranalytischen Identitat 


t div (wb) = Div (ur°v) — pb 
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or 
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umgestaltet : 


d? d (Ou d 
— | prdV = — | —rdV = — | podV . 
mal ae ma 


Das wahrend der Umgestaltung aufgetretene Oberflachenintegral ist Null, wenn 
die Materie nur einen endlichen Raumteil ausfillt. Hier soll nur dieser Fall 
behandelt werden. 

Nach der Umgestaltung weist die Gl. (8) folgende Gestalt auf: 


ela er a 


Nimmt man nun die Minkowskischen Ausdriicke der ponderomotorischen 
Kraft, 'des Feldimpulses und der Energiestromdichte als richtig en, so gelangt 
man zu dem sonderbaren Ergebnis, dass sich der Impuls 


p= [uoav (18) 


des Dielektrikums nicht nur infolge der Einwirkung der ponderomotorischen 


Kraft | £™ dV verandert, sondern auch dann, wenn 


fe (oe e" |r #0. 
c d 


Ot 
ein Fall, dem man schwer einen physikalischen Sinn wird geben kénnen. Das 
auf Grund der Minkowskischen Auffassung erhaltene Ergebnis fiir den Gesamt- 
impuls ) des Dielektrikums besagt also, dass die aus der Mechanik wohlbekannte 
Bewegungsgleichun g 

dp 


oe R (R= fear) (19) 


keine Giiltigkeit besitzt, sondern dass statt ihrer 


Ly as AT tgs pat gee 
“ =e+ [5 [¢ 2G |av (20) 
gilt. Dieser Zusammenhang, aus dem hervorgeht, dass die Verainderung des 
Impulses in der Zeiteinheit nicht der wirkenden Kraft gleich ist, stellt ein ebenso 
unannehmbares Ergebnis der Asymmetrie des Minkowskischen Tensors dar wie 
dasjenige, dass die Verainderung des Impulses in der Zeiteinheit nicht dem Dreh- 
moment der ponderomotorischen Krifte. gleich ist (5, 8]. 
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Der Zusammenhang (20) sowie die den gleichen Inhalt aufweisende Gl. (8) 
ist fir die Befriedigung des Zusammerhanges (9) massgeblich, der tiber die 
gleichmassige Bewegung des Energiemittelpunktes des aus dem Dielektrikum 
und dem elektromagnetischen Feld bestehenden geschlossenen Systems Aus- 
kunft gibt. Die von Baldzs [10]in seiner eingangs erwahnten Arbeit vorgefiihrten 
Beispiele zeigen gerade, dass sich der Energiemittelpunkt des vollstandigen 
geschlossenen Systems, wenn man anstatt mit Gl. (20) mit der in der Mechanik 
iiblichen Gl. (19) rechnet, nicht mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt. 

Wie bei der Herleitung von Gl. (9) zu sehen war, fihrt der Minkowskische 
Energie-Impuls-Tensor nicht zu einem zur gleichférmigen Bewegung des Energie- 
mittelpunktes geschlossener Systeme gegensatzlichen Ergebnis. Trotzdem wird 
man aber nicht sagen kénnen, dass der Minkowskische Energie-Impuls-Tensor 
die naturgetreueste Beschreiburg der Wechselwirkung zwischen den Dielektrika 
und dem elektromagnetischen Feld gibt. Die Akzeptierung dieses Tensors fiihrt 
namlich zu den Zusammernhargen (17—20), die — wie gezeigt wurde — im 
Gegensatz zur G1. (19) der Mechanik stehen. Die Ubereinstimmung der Gleichun- 
gen (17) und (19) mit den Gesetzen der Mechanik liesse sich héchstens so retten, 
dass man den Impuls des Dielektrikums von der Gewohnheit abweichend durch 
die Gleichung 


rameter fentateccjar an 


definiert. In diesem Falle kénnte man den aus dem Minkowskischen Tensor 
erhaltenen Zusammenhang (17) in der dem Ausdruck (19) ahnlichen Form 


schreiben. 

Die Definition (21) weicht aber vollstandig von den ublichen Begriffs- 
bildungen der Mechanik ab. Demgemiss wiirde der Impuls des in das elektro- 
magnetische Feld gestellten Dielektrikums ausser vom Bewegungszustand auch 
von den Feldgréssen abhangen. So wiirde man z. B. fir den Impuls eines von 
einer elektromagnetischen Welle durchstrahlten ruhenden Dielektrikums einen 
Wert erhalten, der von Null abweicht. 

Aus Gl. (21) geht hervor, auf welche Weise man zu dem den Minkow- 
skischen Tensor asymmetrisch machenden Feldimpuldsdichte-Ausdruck 


if 
qth = ee 
Asc 


gelargt. Die vollstandige Impulsdichte 


Lee hee 
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von Materie und Feld wird nach dieser Auffassung folgendermassen voneinander 
getrennt 


i l— eu € 
po + ——-ExH = | uw a = 
+ je 9 « % = Ex$]+ ami Exh 
ae 
[ue + #ExG|+ 7 DXB (22) 
J Axe 
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Durch eine solche Trennung des vollstandigen Impulses kann man er- 
reichen, dass das elektromagnetische Feld im Inneren eines homogenen Dielek- 
trikums (durchsichtigen Mediums) keine Kraft ausiibt. Trotz einer solchen 
Trennung der Impulsdichte kann man aber die Energiestromdichte nicht durch 
die Formel 


oe = 9xx 


4zc 


definieren, weil der Vektor auch im statischen Feld Quellen bestitzt, Aus diesem 
Grunde wird der Energiestrom, der zu der nach der Minkowskischen Auffassung 
zum Dielektrikum gerechneten Impulsdichte 


1 — eu 


exh 


Aztc 


gehért, zum elektromagnetischen Feld gerechnet. 

Eine weitere Folge dieser unnatiirlichen Trennung des vollstandigen 
Impulses ist auch, dass man fir den Impuls der Quanten des elektromagne- 
tischen Feldes, fir den Impuls der Photonen einen raumartigen Vektor erhalt. 
Infolgedessen erhalt einerseits der sich im Dielektrikum zusammen mit dem 
Photon bewegende Beobachter fiir den Impuls des Photons einen von Null 
abweichenden Wert, oder einfacher: der Impuls des ruhenden Photons ist 
nicht Null, und andererseits ergibt sich fiir die Ruhmasse des Photons ein imagi- 
narer Wert. 

Die im vorstehenden aufgezahlten Schwierigkeiten héren mit einem 
Schlage auf, wenn man auf Grund der Abrahamschen Auffassung die vollstan- 


dige Impulsdichte auf die folgende Weise trennt 


y+ Exh, (23) 
Aztec 


tT a 
Materie Feld 
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was viel natiirlicher ist als Gl. (22). Jetzt gilt auch fiir die elektromagnetische 
Energie der Plancksche Satz tiber die Tragheit der Energie 


g* =+ 6 ie (24) 
Cc ‘ < 


Auch die Gl. (17) gewinnt in der Abrahamschen Auffassung eine tiefere 
physikalische Bedeutung. Nach dieser Auffassung ist die ponderomotorische 
Kraftdichte 


44 —— 1 @ grade + §* gradu) + mle = 
82 Ot Aztc 
8 1 (25) 
— M = a oh ° 
ces [2 ris | 


Wie in einer friiheren Arbeit [8] nachgewiesen wurde, enthalt das letzte Glied 
unter anderem auch die auf den Polarisationsstrom wirkende Lorentzsche Kraft, 
die sowohl auf Grund des Prinzips von Aktion und Reaktion als auch auf Grund 
der sich auf die Elektronentheorie stiittzenden Anschauung zu beriicksichtigen ist. 
Dies lasst sich gut aus der folgenden Schreibweise des Kraftausdruckes (25) 


erkennen, der die Entstehungsursache der einzelnen Krafte hervorhebt : 


Vas. fs) 
{A= (Bgrad) 6 +(M grad) § ++ SE x94 = 6x — grad (B+ HM). 


(Diese Form [8] ergibt sich aus dem allgemein bekannten Ausdruck (25) der 
Abrahamschen Kraftdichte, wenn man die Feldgleichungen und einige vektor- 
analytische Zusammenhiange heranzieht.) 

Die Impulsanderung der Materie des Dielektrikums steht nun infolge der 
Befriedigung des Satzes von der Erhaltung der Energie (24) laut Gl. (17) bereits 


mit der aus der Mechanik wohlbekannten Formel 
d 7 
= i uodV = | fAaV (26) 
t 


im Kinklang. Die Abrahamsche Trennung (23) der Gesamtimpulsdichte von 
Dielektrikum und elektromagnetischem Feld stimmt nicht nur mit der iiblichen 
Form (26) der Bewegungsgleichung des Dielektrikums iiberein, sondern schaltet 
auch die iibrigen erwaihnten Schwierigkeiten aus.* 


* Wenn man nach der Auffassung Abrahams rechnet, ergibt sich, dass der Impuls des 
Pothons ein zeitartiger Vektor und seine Ruhmasse reell ist. 
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Bei der in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Untersuchung der 
Bewegungsgesetze des Massenmittelpunktes der Energie des elektromagnetischen 
Feldes und des mit dem Felde in Wechselwirkung stehenden Dielektrikums ergab 
sich, dass bei Verwendung des fiir Dielektrika des elektromagnetischen Feldes 
gegebenen Minkowskischen Energie-Impuls-Tensors der Satz iiber die gleich- 
missige Bewegung des Energiemittelpunktes von geschlossenen Systemen nur 
dann erfillt ist, wenn man fiir die Bewegungsgleichung des Dielektrikums die 
Form 


d : pea, 1 
* | updv = | av + | —|g*@—— y™ 
\v | + | [° y |av 


C2 


wahlt. Die Akzeptierung dieses Zusammenhanges zieht zahlreiche Schwierig- 
keiten nach sich, die sich aber ausschalten lassen, wenn man den Abraham- 
schen Ausdruck (2) als den Energie-Impuls-Tensor ansieht, der die Wech- 
selwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und den Dielektrika 


beschreibt. 
* * * 


Hier sei G. Marx, Kandidaten der physikalischen Wiessenschaften, fir 
sein standiges Interesse an der vorliegenden Arbeit, fiir seine wertvollen Rat- 
schlage und seine niitzliche Kritik der aufrichtige Dank des Verfassers aus- 
gesprochen. 
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(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen: 23. IV. 1954.) 


In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass der divergente Charakter der W. K. B. 
Methode in einem inneren Widerspruch begriindet ist. Dieser innere Widerspruch hangt damit 
zusammen, dass die W. K. B. Methode die Liésung der Schrédingerschen Gleichung von der 
klassischen Mechanik (als nullter Naherung) ausgehend sucht. Die Bewegung der klassischen 
Mechanik hat nimlich im allgemeinen einen anderen Wendepunkt als die irregulire Bewegung 
der Quantenmechanik, und die sich daraus ergebende Abweichung kann auch durch Heranziehung 
héherer Naherungen nicht eliminiert werden. Mathematisch kommt dieser Widerspruch dadurch 
zum Ausdruck, dass die, bei der W. K. B. Methode angewandte Reihenentwicklung nicht 
existiert. Es wird gezeigt, dass durch Verwendung einer existierenden Reihenentwicklung und 
durch Beriicksichtigung der Abhangigkeit des Eigenwertes E von f; die Methode divergenzfrei 
gemacht werden kann. Dabei wird auch der Grund dafiir ersichtlich, dass die der W. K. B. 
Methode entsprechende erste Naherung in einem gewissen Bereich ein ziemlich gutes Resultat 
liefert. Endlich folgt eine Diskussion der Anwendbarkeit der allgemeinen Quantenbedingung, 
der sich dabei ergebenden Méglichkeiten und der gebotenen Einschrankunger. 


1. Die Schrédingersche Gleichung der {eindimensionalen Probleme kann in 
der Gestalt 


d2 
wet + ptf =0 (1) 


geschrieben werden, wobei p den klassischen Impuls bedeutet. Im einfachsten 


Falle gilt 
p? = 2 m (E—V). (2) 


In den Fallen, wo wir mehrdimension ale Probleme durch Trennung der Ver- 
anderlichen auf eindimensionale zurickfiihren, ist p® im allgemeinen auf eine 
kompliziertere Weise als durch (2) gegeben. (Z. B. H-Atom, H3-Molekil.) 

Die Eigenfunktion f ist letzten Endes immer reell, kann aber als lineare 
Kombination zweier komplexen (im allgemeinen irregularen) Wellenfunktionen 
dargestellt werden. Dies ist der Umstand, den die W. K. B. Methode bei der 
angenaherten Lésung von (1) zu verwerten ‘sucht. Wie bekannt, kann die 


Gleichung (1) durch Wellenfunktionen gp folgender Art befriedigt werden (die 


aber nur im Falle von entarteten Problemen Eigenfunktionen sein kénnen) : 


. A 4 
p= exp [des y= (3) 
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(3) ist immer eine Lésung von (1), falls y folgende Riccatische Gleichung 
befriedigt : 


Ay 4yp—p=0. (4) 
Aus y gewinnt man die reelle Eigenfunktion folgendermassen : 


f= 4\exp + fae + exp —+ [yas] P (5) 


wo y* die Konjugierte von y bedeutet. 
Den Annahmen der W. K. B. Methode gemass? [1], [2], [3] kénnen 
die Lésungen der Gleichung (4) durch folgende Reihe dargestellt werden : 


y= Dx(4). (6) 


Indem wir dies in (4) einsetzen, gelangen wir — durch Vergleichung der ent- 
sprechenden Potenzen von — — zu folgenden Rekursionsformeln : 
i 
| Xo == at Ps 
l 
loxviit Divrnye= 0s 1=1,2... (7) 
n=0 


Da p auch die Energieeigenwerte enthalt, ist (7) nur dann praktisch brauchbar, 
wenn der Eigenwert E bekannt ist. Zur Bestimmung der Eigenwerte dient eine 
allgemeine Quantenbedingung, die als Spezialfall in der Bohr-Sommerfeldschen 
Bedingung enthalten ist. 

Damit ware das Problem auch schon gelést, wire die Reihe (6) an den 
Stellen, wo p* = 0 ist, laut (7) augenscheinlich nicht divergent. Wir begniigen 
uns damit, die Untersuchungen [2], [4], [5], [6], die auf eine Elimination der 
Divergenz an den Stellen p? = 0 hinzielen, bloss zu erwahnen, da wir in der 
vorliegenden Arbeit einen von dem ihren wesentlich verschiedenen Weg ein- 
schlagen. 

Trotz der erwihnten Schwierigkeiten ist die W. K. B. Methode heute noch 
eine der anerkannten Naherungsmethoden der Quantenmechanik. Dies ist teil- 


‘ Die angefiihrten Literaturangaben dienen nur zur Orientierung. Wir halten es nicht 
fiir notig, Volltsindigkeit anzustreben. 


—— 
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weise dadurch zu erklaren, dass diese Methode von der Hamilton-Jacobischen 
Gleichung der klassischen Mechanik als nullter Naherung ausgeht, und teil- 
‘weise dadurch, dass" die mit dieser Methode erzielte erste Naherung oft ein 
hefriedigendes Resultat liefert. Das wesentliche an der W. K. B. Methode ware 
eben der Ubergang, der sich durch sie von der klassischen Mechanik zur Quanten- 
mechanik ergibt. 

Da an den Stellen p? = 0 die Reihe (6) divergent ist, obgleich die ge- 
winschte Lisung es offenbar nicht sein kann, taucht die Frage nach der 
Ursache dieser Divergenz auf. Es ist augenscheinlich, dass die Divergenz nur 
von einem, der W. K. B. Methode innewohnenden, mathematischen Fehler 
herriihren kann. Die Reihe (6) ist namlich (wie wir sehen werden) mit der Gleich- 
ung (4) im allgemeinen nicht vereinbar. Es ist nur selbstverstandlich, dass in 
solchen Fallen Schwierigkeiten auftreten. Es scheint daher zweckmassig, statt 
die Schwierigkeiten zu umgehen, den Fehler aufzusuchen, und statt (6) eine 
wirklich existierende Reihenentwicklung zu verwenden. In diesem Sinne werden 
wir uns in der vorliegenden Arbeit mit dem Problem beschaftigen. 

Genauer gesagt, werden wir'die folgenden Fragen untersuchen: 1. Welches 
sind die mittels der W. K. B. Methode gemachten Aussagen, deren Giiltigkeit 
von der Reihenentwicklung (6) unabhangig ist? 2. Was ist der Grund dafiir, 
dass, trotz der Fehler, die erste] Naherung der W. K. B. Methode oft auch 
praktisch befriedigende, brauchbare Resultate liefert? 3. Was fiir eine, mit 
(4) vertrigliche, Reihenentwicklung muss man statt (6) anwenden? 

2. Vor allem werden wir die Bedeutung jener Aussage kritisch unter- 
suchen, wonach man von der Wellenmechanik durch den Ubergang 4 —> 0 zur 
KJassischen Punktmechanik gelangt. In letzter Zeit sind die prinzipiellen 
Fragen der Quantenmechanik in verschiedener Form erneut untersucht worden. 
Ein Teil dieser Untersuchungen geht in formaler Hinsicht auf eine friihere 
Idee von De Broglie [7] zuriick. Diese Idee griindet sich auf die Tatsache, 
dass die Gleichung (1) durch die Substitution 


gy = 0? exp mal udx (8) 


in die zwei reellen Gleichungen 


d 
= (ou) = A (9) 
pels? 
1 Fone lad o%? 
E=--—w-+VvV 10 
2m a 2m ot? dx? i) 


dibergeht, wobei der Bornschen Hypothese entsprechend 


p*y=|9P=e (11) 
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die Wahrscheinlichkeitsdichte, und 


sata (12) 


die Geschwindigkeit des Wahrscheinlichkeitsstromes bedeutet. Im Hinblick auf 
unser gegenwartiges Problem muss hervorgehoben werden, dass (9) und (10) 
einen statistischen Vorgang charakterisieren [8]. Neuerdings ist auch in anderer 
Beziehung nachdriicklich darauf hingewiesen worden [9], [10], dass das durch 


_ dS 


dx 


(13) 


u 


definierte Potential S von der Wirkungsfunktion der klassischen Mechanik 
wesentlich verschieden ist. In der klassischen Mechanik spielen namlich die 
vollstandigen Lésungen eine Rolle, wogegen in der quantenmechanischen Wir- 
kungsfunktion S keine Integrationskonstanten auftreten kénnen. Diese Eigen- 
schaft der Funktion S bleibt offenbar auch im Grenzfalle A — 0 bestehen ; auch 
ist es klar, dass auch die Giltigkeit von (9) vom Ubergang 4 > 0 unabhangig 
ist. Wir werden sogleich sehen, was fiir eine Bedeutung diesem Umstande zu- 
kommt. Bereits L. A. Young [11] hat darauf hingewiesen, dass im Falle von 
eindimensionalen stationaéren Problemen die Beziehung 


2 
ou = Konstante = a?, 9 = — (14) 


gilt, was man ubrigens auf Grund von (9) auch unmittelbar einsehen kann 
Der Quotient u/m spielt also in der Quantenmechanik diejenige Rolle, die in 
der klassischen Statistik dem Erwartungswert der Geschwindigkeit zukommt. 
Ks ist namlich bekannt, dass im Sinne der klassischen Statistik der stationaren 
Prozesse die Wahrscheinlichkeit eines Treffers im Intervall dx der Zeitspanne 
des Aufenthaltes proportional ist : 


d d: 
a=—, = —c = Geschwindigkeit| ; (15) 
t 


somit gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte : 


6 ee erage 


Der klassische Grenzfall der Quantenmechanik ist also nicht die klassische 
Punktmechanik, sondern die durch die Gleichungen 


_— ‘- 
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; (16) 
|p=.hu + V 
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charakterisierte Statistik. Wir kénnen auch sagen, dass die Gleichungen (16) 


die Bewegung einer Flissigkeit vom Druck Null beschreiben. Das durch (9) und 


(10) charakterisierte quantenmechanisches Problem unterscheidet sich vom klas- 
sischen Fall nur insofern, dass die Spannung nicht gleich Null ist. Dieser Umstand 
gelangt durch das Auftreten eines »Quantenpotentials« zum Ausdruck. 


(Das Wort »Potential« deutet auf die Auffassung hin, bei welcher man — unter Ausser- 
achtlassung der Bedeutung der Kontinuititsgleichung (9) — sowohl (10) als auch (16) als 
Bewegungsgleichungen der Punktmechanik betrachtet. Nach dem Vorhergesagten entspricht 
diese Auffassung der Wirklichkeit untreu; in beiden Fallen handelt es sich um die Beweg- 
ung eines Kontinuums.) 


Die quantenmechanische [s. (9) und (10)] und die klassische [s. (16)] Be- 
wegung stimmen auch darin iiberein, dass sie beide im Falle u + 0 einen Wende- 
punkt haben. Eine Ausnahme ist nur die zyklische Bewegung. Ist die Bewegung 
nicht zyklisch, so sind die Lésungen sowohl in der Quantenmechanik als auch im 
klassischen Falle irregular. Die beiden Fille unterscheiden sich dadurch, dass 
der quantenmechanische Wendepunkt am Rande des Gebietes liegt, wahrerd 
sich die klassischen Wendepunkte imInneren des Gebietes befinden. Der quanter- 
mechanische Wendepunkt wird durch das Auftreten des Quantenpotentials 
an den Rand des Gebietes hinausgeschoben. 

Aus der Relation (14) folgt unmittelbar, dass in den Wendepunkten die 
Dichte unendlich wird. Daraus ersieht man aber, dass auch die Lésung (3) an 
den Randern des Gebietes unendlich wird. Die mit der W. K. B. Methode 
erhaltene Liésung wird aber nicht an den Randern des quantenmechanischen, 
sondern an denjenigen des klassischen Bahngebietes unendlich, d. h. an den 
Stellen mit p? = 0. Nun ist dieser Unterschied zwischen den beiden Fallen 
uniiberbriickbar. Auch die héheren Naherungen der W. K. B. Methode kénnen 
die Wendepunkte nicht weiter hinausschieben, und so ist das Verfahren an den 
Stellen p? = 0 unvermeidlich divergent. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, 
miisste man bereits die nullte Naherung so wahlen, dass sie an den Randern 
des Gebietes unendlich wird. Wie wir sehen, wird also die Schwierigkeit gerade 
durch denjenigen Umstand verursacht, mit dem man die W. K. B. Methode 
zu motivieren pflegt, namlich, dass der Naherung die klassische Mechanik zu 
Grunde liegt. Hierdurch wird es aber eindeutig klar, wie man die W. K. B. 
Methode divergenzfrei machen kann. Da wir nicht von dem klassischen Grenz- 
fall ausgehen diirfen, kénnen wir auch den Ansatz (6) offenbar nicht gebrauchen, 
da dieser zu der Rekursion (7) und somit zum klassischen Grenzfall fihrt. 
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3, Auf Grund des Vorhergesagten kénnen wir bereits zwei der aufgewor- 
fenen Fragen beantworten : 1. Welche Aussagen der W. K. B. Methode sind es, 
die von der Reihenentwicklung (6) unabhangig Giiltigkeit haben? 2. Wie 
kann man die erste Naherung von der Reihenentwicklung (6) unabhangig theore- 
tisch begriinden? Die folgenden Tatsachen sind grésstenteils nicht neu, neu 
ist nur der Gesichtspunkt von dem wir sie untersuchen. 

Es sei der Kiirze halber 


oe (17) 
2 @ 


dann gilt 


yauto, (18) 


und (9) und (10) kénnen in folgender Form geschrieben werden : 
u’-- 2Quv = 0, (19) 
A? (v? + v’) + p?—u? = 0. (20) 


Den aus (19) gewonnennen Ausdruck fir v [11] setzen wir jetzt in (20) ein: 


ail 


falls u+¢0 ist. 

Offenbar kann man erreichen, dass FE in (21) und (22) mit dem Eigenwert 
der Energie ttbereinstimmt. Wir haben schon erwahnt, dass die komplexen 
Lésungen y — obwohl stationar — im allgemeinen keine Eigenfunktionen sind. 
Die zu untersuchenden Eigenwertprobleme kénnen aber immer als die Resul- 
tierenden von einander entgegenlaufenden koharenten Strémungen aufgefasst 
werden, wobei die resultierende Strémungsgeschwindigkeit gleich Null ist. Eine 
Ausnahme bilden nur die Falle, in welchen x eine zyklische Koordinate bedeutet 
(z. B. ebener Rotator). Hier ist man formal berechtigt z. B. von einer Rotation 
nach rechts bzw. nach links zu sprechen, aber die reelle Lésung ist auch hier 
die Resultierende der verschieden gerichteten koharenten Strémungen. Also 


omer 
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sind die Lésungen der zu untersuchenden — Eigenwertprobleme durch reelle 
_ Kigenfunktionen der Form 


d.h. der Form 


f =——— cos [a sue mh | =a exp | nde (23) 


y2 


charakterisiert. 

Zur Erklarung des Gesagten miissen wir noch folgendes hinzufiigen: Da @ 
Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet, muss notwendigerweise 

' 


e>0 


gelten. Auf Grund von (14) folgt aber hieraus, dass u das Vorzeichen nicht 
wechseln kann. Es sind also (19) und (20) die Gleichungen einer Wahrscheinlich- 
keitsstrémung eindeutiger Richtung. (Die Strémung kann sowohl positiver als 

auch negativer Richtung sein.) Aus physikalischen Griinden folgt, dass u = 0 
(und @ = co), vom Falle u = 0 abgesehen, nur an den Endpunkten des Gebietes 
moglich ist. 

Die Eigenfunktion (23) reprasentiert schon eine statische Dichteverteilur g. 
Dementsprechend kann das Eigenwertproblem immer durch statische Dichte- 
verteilung verwirklicht werden. Fiir die statische Dichte, die natirlich von @ 
verschieden ist, haben wir die Formel 


pa cas? [Jue t | s 


u 
n in (23) entspricht dem in (17) definierten v, also gilt 


eg nae fe 
Mende irae of aa 


(Der statische Zustand wird dadurch hervorgerufen, dass auf Kosten der kinetischen Energni 
der einander entgegenlaufenden Strémungen das »Quantenpotential« zunimmt. Wir diirfee 
auch behaupten, dass die Interferenz der einander entgegenlaufenden kohirenten Wellen 
stehende Wellen zustande bringt. Auch die Interferenz wird also durch das Quantenpotential 
méglich gemacht. Der klassische Fall (16) kann auch auf den statischen Fall reduziert werden: 


jee Ren ee 


A Acta Physica 1V/2. 
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wo jetzt das erste Glied rechts nicht die kinetische Energie, sondern die Energie der inneren 
Spannung des Kontinuums bedeutet. Natiirlich gibt es in diesem Falle keine Interferenz. Dass 
das Quantenpotential Interferenz hervorrufen kann, liegt daran, das es von g’ und von @ 
abhangig ist, und somit die Oszillation von @ die Zunahme der Energie mit sich bringt.) 


Auf Grund von (23) erhalten wir fir das (statistische) Eigenwertproblem 
statt (20) die folgende Gleichung : 


A? (n? + 1’) + p? = 0. (25) 
Mit Hilfe der Identitat 
ea idea ell i ick at ae 
kann 7, falls u (und v) bekannt ist, leicht bestimmt werden. Hingegen ist 


die Bestimmung von u (und von v), in Kenntnis vom 7 (bezw. f) eine wesent- 
lich kompliziertere Aufgabe, es muss namlich die Gleichung 


Pe padi she ae 
JOEE a dx | ae 
tiir u gelést werden. 

Wir haben schon erwahnt, dass u nicht Null (und g nicht unendlich) sein 
kann. Jetzt weisen wir auch darauf hin, dass auch u nicht unendlich (und @ 
nicht Null) sein kann. Die (n-te) Eigenfunktion, (23), hat namlich im endlichen 
Teil des Gebietes x,n—1 Nullstellen, und dies ist nur so méglich, dass die 


, 1 
Funktion cos ra dx + | den Wert Null n—1-mal annimmt. Wiirde f infolge 
des Unendlichwerdens von u verschwinden, dann miisste zugleich die Funktion 
: , 
cos bef dx + J unendlich vieie Nullstellen haben, da dass Argument 5 fuer 
A 


unendlich viele Male die Periode 2 durchlaufen wiirde. Aus dieser Eigenschaft 


von (23) ergibt sich (nach L. A. Young) folgende Formulierung der Quanten- 
bedingung [11]: 
B 


fu dx = kan. (26) 


a 


Hier bedeuten a und f die Grenzpunkte des Gebietes. 

Die Gleichungen (21) und (22), der Ausdruck (23) fiir die Eigenfunktion, 
sowie die Quantenbedingung (26) haben eine von der Reihenentwicklun g (6) 
unabhangige, exakte Giiltigkeit. Aus (23) wird ersichtlich, dass die erste N aherung 
der W. K. B. Methode, die (im Inneren des klassischen Bahn gebietes) die Gestalt 


x 


oes [pax 4 (27) 


x; 


a 


is pi 


1 


<—mmedh, ec 


Sale 
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hat, die exakte Higenfunktion (23) in denjenigen Gebieten, wo 
al 2 (28) 
P 


gilt, tatsachlich gut approximiert. (27) ist also von (6) unabhingig giiltig, falls 
nur (28) gilt. Gleichzeitig sehen wir, dass im Inneren des erwahnten Gebietes 
auch keine héhere Naherung ndtig ist,{da zusammen mit u > Pp auch (27) die 
exakte Kigenfunktion darstellt. Es ist also natiirlich, dass die »erste N aiherung« 
(27) oft besser ist als die »héheren« Naherungen. Andererseits aber gelangen 
wir zur Einsicht, dass (28) als recht ungliicklich gewahlt gelten muss, da u 
durch p nur auf einer verhaltnissmassig kleinen Strecke mit befriedigender 
Genauigkeit approximiert wird. Eine (27) bei weitem iibertreffende, fiir das 
ganze Gebiet x giiltige Naherung kénnen wir durch jeden Ansatz * 
un P 

erhalten, der im Inneren des klassischen Bahngebietes p nahe kommt, ausser 
diesem Gebiet aber monoton abnimmt und gegen Null konvergiert. Dabei 
setzen wir voraus, dass fiir P die Quantenbedingung (26) giiltig ist. Was die 
Quantenbedingung (26) betrifft, ist hier die Anwendung von (28) viel berech- 
tigter, da auf Grund des Vorhergesagten 


ewe alt dx = kis (29) 


gilt, wo x,, und x, die Grenzen des klassischen Bahngebietes bedeuten 
(a<m<m<P). ed ee. 

Wie kann man nun entscheiden, mit welcher Genauigkeit (28) innerhalb 
des klassischen Bahngebietes giltig ist? Wenn wir fiir den Punkt x), u(x) = 
= p(x») voraussetzen, dann gilt gemass (20) in einer Umgebung von x, 


d. h. 


Andererseits erhalten wir, indem wir hier den (19) entnommenen Ausdruck fir 


=| Qpdx (30) 


vy einsetzen 
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Falls x) so gewahlt werden kann, dass der aus (30) gewonnene Wert fir u 
p in einer Umgebung von x, gut approximiert, so ist die Anwendung von (28) 
berechtigt. 

4. Gehen wir jetzt zur Untersuchung der Existenz von (6) ttber. Nach (18) 
miissen fiir u und fiir v im Falle der Existenz von (6) offenbar folgende Reihen- 


entwicklungen giiltig sein : 


pas oe hoe 1)* u, foe 


(31) 
v= > (1) rh”, 
B=0 
hier ist 
Uy = Y2ar UB = Y2p+13 4,0 = 0,1, 2455, = (32) 
Indem wir (31) in (19) einsetzen, erhalten wir die Relation 
. , Sua 
S (1) eh? = — = (33) 
B=0 2 ~ iy u, 7,22 
a=0 


Da die u, und die vg von A unabhangig sind, kann (33) nur bestehen, falls 
Uy = ¥ 9, d. hb. yo = + pH O gilt. Ist uy = 0, so miissen in der Potenz- 
reihe fiir v auch Potenzen mit negativen Exponenten auftreten, was mit dem 
Ansatz (6) bzw. mit dem Ansatz (31) in Widerspruch steht. Die Reihenent- 
wicklung (6) kann also nur existieren, falls u, nirgends verschwindet. Da aber 
Uy = + p in Wirklichkeit auch Null sein-kann, gelangen wir zu einem offen- 
baren Widerspruch. Die Schwierigkeit wird wieder dadurch verursacht, dass 
als »nullte Naherung« von wu der klassische Impuls auftritt. Um die Relation 
(33) giltig zu erhalten, miissten wir Rekursionsformeln anwenden, die im Falle 
Uy = 0, up = 0 ergeben. Natiirlich erlaubt dies der Ansatz (6) nicht. 

Aus den Elementen der Analysis ist es bekannt, dass die Reihe 


‘ h 
in welcher y,; von — unabhangig ist, notwendigerweise mit der MacLaurinschen 
c 


Reihe von y tibereinstimmt. Setzen wir y als bekannt voraus, 


Yay X,—|> 
U 


ai 


ae a 
: v1 ‘ . 
* 
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dann ergibt sich nach dem Gesagten 


(34) 


Da (34) nicht existiert, miissen wir das Verhalten von u und von v in der Um- 
gebung von A = 0 untersuchen. Vor allem muss hier auch die Abhangigkeit 
von p2 von A beriicksichtigt werden, was man in dem Rahmen der W. K. B. 
Methode bisher ausser acht gelassen hat. Da u und w’ auf die gleiche Weise 
von A abhangig sind, sehen wir auf Grund von (19), dass v in der Umgebung 
von A = 0 sich wie eine Konstante vy verhalt. Gestattet also v eine Reihen- 
entwicklung nach den Potenzen von A, so haben wir 


a= jas vi hi. (35) 
i=0 
Also gilt in (26) 
A2 (v2? + v')>0, falls AO. 


In p? kann A auch mit negativem Exponenten auftreten, und dies muss auch 
in u zum Ausdruck kommen. Im allgemeinen kann man nicht u, sondern 4"u 
in eine MacLaurinsche Reihe entwickeln : 


v= Y wh (36) 
l=—n 
und somit ist 
Be Bil. (37) 
ian 
Wir konnen verabreden, dass E, = 0 sein soll, und dass (37) im Falle, wo wir 


statt 2mE,: —2mV schreiben, p? darstellen soll. Ausserdem werden wir zu 
E, immer diejenigen Glieder von p? hinzunehmen, die 4! enthalten. Der Wert 
von u hangt von der kleinsten Potenz ab, mit welcher / in p? vorkommt 
Die notwendige vorherige Information iiber die Abhan gigkeit des E von A kénnen 
wir aus (29) erhalten. Aus (19) und aus (20) gewinnen wir auf Grund von (35)—(37) 
folgende Rekursionsformeln : 


ln 
) 


uj+2 > u—jvj = 9, (= —n, —(n—]), ..., 0,1, 2,... (38) 
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n+l i 
2mE,— >' u—juj = 0, (l= —2n, —(2n — 1), .... 0, 1) (39) 
j=—n 
> 1—2 n+l 
via + > 1-4-2 0% + AME, — |S u-juj= 0, (J = 2, 3,..-) . (40) 
k=0 j=—n 
Aus (39) folgt im Falle 1 = —2n die Relation 


u2., —=) 2mE_.n => 0, 


wenn also E_», (d. h. der A~2" enthaltende Teil von p?) auch negative 
Werte annehmen kann, dann ist diese Methode nicht anwendbar. In diesem 
Falle ware namlich u—, imaginar, und dass widerspricht der Definition von u, 
(u ist namlich der reelle Teil von y). Das bedeutet, dass u in diesen Fallen an 
der Stelle A = 0 eine wesentliche Singularitat hat, und so auf keine Weise in 
eine MacLaurinsche Reihe entwickelt werden kann. (Dies ist z. B. fiir den linearen 
Oszillator und fiir das H-Atom der Fall.) In solchen Fallen miissen wir daraut 
verzichten, u mit einer Methode vom W. K. B. Typus zu bestimmen. Trotzdem 
ist die Gleichung durch eine Reihenentwicklung vom W. K. B. Typus lésbar, 
falls wir unmittelbar die Lésung von (25) suchen. Indem wir an unserer, im 
Zusammenhang mit (37) getroffener Verabredung festhalten, haben wir 


P=%m > E;jhi. (41) 
i=—2(n—1) 
Die untere Grenze des Summationsindexes ist —2 (n—1), da 7? noch mit A? 
multipliziert ist. Es sei also 
n= > nik (42) 
i=—n 
Indem wir (41), (42) und die fiir 7’ aus (42) gewonnene Reihenentwicklung in 
(25) einsetzen, erhalten wir folgende Rekursionsformeln : 


i-+n 

ee i -j Nj i 2mEj+2 — 0, i= 2n,. a Waa (n—1). (43) 
=—n 

itn 

> 1-1Nj ++ WME, =0, i>—n. (44) 
j=—n 


Das bei der Rekursion (38)—(40) auftretende Problem kann auch hier zum 
Vorschein kommen. Aus (43) erhalten wir namlich im Falle i = — 2n: 


non = = 2mE_» (n—1)> 


—_ ne aha ga 
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_ woraus sich 7_y nur im Falle eines negativen E_.2(,—1) reell ergibt. Anderen- 


falls existiert die Rekursion (43)—(44) nicht. Wir sehen also, dass entweder 
nur u oder nur 7 mit Hilfe einer Reihenentwicklung vom W.-K. B. Typus 
bestimmbar ist, dass also einer der beiden Gréssen u und 7 an der Stelle A = 0 
eine wesentliche Singularitat hat. Eine der beiden Méglichkeiten ist aber immer 
vorhanden, und konvergiert zur exakten Lésung. Ist die Funktion u, mit deren 
Hilfe man die Quantelung durchfiihren kann, durch eine Reihenentwicklung 
des W. K. B. Typus nicht bestimmbar, so sind wir auf die Naherung (29) ange- 
wiesen. Mit deren Hilfe kann man zumindest entscheiden, fiir welche i E; = 0 
bzw. E; ~ 0 gilt. Es wird eine der wichtigsten Aufgaben der weiteren Forschun- 
gen sein, eine durch |p (oder etwa durch 7) formulierbare Quantenbedingung 
zu finden, die die quantenmechanischen Energieeigenwerte auch in quantitativ 
zutreffender Weise beschreibt. 

5. Um den tatsachlich divergenzfreien Charakter der vorgeschlagenen 
Methode zu illustrieren, werden wir jetzt die Schrédingerschen Gleichungen des 
linearen Oszillators und des H-Atoms untersuchen. Wir wahlen diese beiden 
Beispiele, weil diese auch einer exakten Lisung fahig sind, und darum auch 
in anderen Fallen zur Illustration der Leistungsfahigkeit von Methoden des 
W. K. B. Typus herangezogen werden. 


: 2 I : 
Vor allem trachten wir danach, die zum Eigenwert pe des linearen 


Oszillators gehérenden irregularen Liésurgen zu bestimmen. Wegen 


2mV = (2amyx)* 


haben wir gemass (39) 
Uy = / —1 - 2amvx 


und das widerspricht der Definition von u , wonach u reell ist, Ahnlich verhalt 
es sich auch beim H-Atom : 


Tae — 2mE_» =< 0. 


7 hingegen kann in beiden Fallen leicht bestimmt werden. 
Laut (29) gilt fir den linearen Oszillator 


2mE, = (2amyrx)*, 
{2mE, ~ 0, (45) 
E, = 0, ie 28 50 I 


Auf Grund von (43)—(44) ist also 


146 I, FENYES 


12, = (2amrx)?, 


2n—1% + 11 + 2mE, = 0, 
Sn-it+7 


— Hew 


(46) 


2n-1 
Hieraus kénnen die 4; bestimmt werden : 


N-1= + 2amrx, ni) = 42am, 


2amy + 2mE_ 
7 cero SER eee 
2amvx 
Also wird 7, an der Stelle x = 0 bereits im Grundzustand unendlich, was mit 
den Nebenbedingungen unvereinbar ist. Der Widerspruch fallt nur weg, falls 
wir den Zahler von 7, identisch gleich Null, also 


7, = 0, Ey = twm = 


setzen. Aus dem Gesagten ist es ersichtlich, dass auch die anderen 7; ver- 
schwinden. Auch ist es offenbar, dass in dem Ausdruck fiir 7; nur das negative 
Vorzeichen beriicksichtigt werden darf. Somit haben wir schon die Lésung des 
Problems : 


o/s _ __ 2amrx 
u/| A rey 
ECE py 

2 


Im Grundzustand des H-Atoms spezialisiert sich (43)—(44) folgender- 


Le 
massen jn = —2, E_2.+0, E, = 0, E, = —., E;=0}: 


Tr 


H-2-+ 2mE_, = 0, n-2=konst, 7’ 5=0, 
2n-1n-2=0, 7-1=0, 7/,=0, 


2mZe* 


2n—2o + -- = 0. 
r 


Daraus entnimmt man fiir die, unseren Bedingungen geniigeleistende, Lésung 


H-2 = — mZe?, 
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7 24 
ee mZ“e 
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a. h. 
mZe ff 2e4 
7 — C52 Se oe met 1 
A r 2 A? 


Diese beiden Beispiele zeigen, dass man unter Beriicksichtigung der oben 


angefiihrten Gesichtspunkte tatsachlich ein konvergentes Verfahren erhilt. 
Zugleich wird es aber klar, dass diese Methode viel mehr Umsicht verlangt, als 
die urspriingliche W. K. B. Methode. Das neue Verfahren eignet sich viel weniger 
zu einer Zerlegung in mechanisch durchfihrbare Schritte. Dies ist aber kein 


Mangel der neuen Methode, sondern eine notwendige Folge der Beschaffenheit 
des Problems. } 
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O MPOBJIEME PACXOJMMOCTH METOJIA B. K. B. 


YW. DEHbEL 


Pe3wme 


ABTOpOM ObLIO MOKa3aHO, YTO PacxXO]MMOCTb metona B.K. Bb. o6ycnopiena BHYTpeH- 
HUM MIpoTHBopeuHeM. 370 BHYTpeHHee mpoTHBOpewe CBASAHO C Tem, uTo meToR B.K. 5B. 
wueT pewieHHA ypaBHeHHA LUpequnrepa, Hcx0A M3 KIaccHuecKOH MexaHHKM (Hys1eBoe NpH- 
OnmoKeHHe). J[BHKeHHE 110 KIaCCHYeCKOM MeXaHHKe UMeeT «TOUKY MOBOPOTAy, OTIIMUAIOMy OCA 
OT «TOUKM MOBOpoTa, HeperyAPHOTO KBaHTOBO-TeXHMYeCKOrO pelleHHA. ITO pasMyHe HE 
ucKOUaeTCA yYeTOM Oosee BbICOKUX npvommxKenuit. [IpoTuBopedHe BbIPankaeTCA MaTeMaTH- 
yeCKH B TOM, YTO PasOxKeHHe B PAA 0 METOAY B. K. B. ne cyuectayeT. Bpwio noKa3aHo, 4TO, 
IIpHMeHAA pass0xKeHHe, HMeIOLIICE cymecTBOBaHHe, M OOpallaAa BHHUMaHHe Ha 3aBHCHMOCTb 
coOCTBeHHEIX 3Ha4ueHHii E OT h, MOXKHO HCKIIOUUTD pacxOMMMOCTb MeToa. Bpuio yKasaHo, 
nowemy MosyyaloTcA XOpouIHe pesyIbTaTbI BHEKOTOPOM MHTepBaNe jlanke u3 TlepBoro npHomH- 
yKeHua nO MeTony B. K. B. B 3aKmiouenne oGcyKMaeTCA BOMIPOC 0 BOSMODKHOCTAX mpemenax 


TIpHMeHUMOCTH oomero mpaBusta KBaHTOBaHHA. 


A NEW METHOD FOR THE CALCULATION OF THE 
ENERGY OF THE HYDROGEN MOLECULE 


By 


F. BERENCZ 
INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 


(Presented by P. Gombds — Received 22. V. 1954.) 


The binding energy of the normal hydrogen molecule has been calculated by means 
of the variational method modifying the correlated molecular orbital method by introducing 


__- into the wave function a new variational parameter determining the ratio between the atomic 


and ionic functions. The new wave function, in which both the atomic and ionic configurations 
are taker into account, has the following form 


yp = [a, by + a,b, + M (a, ay + 3, b)] (1 + Pris) 


where a,, 5,, a, and b, are 1s atomic wave functions of electrons 1 and 2 centered about 
nuclei a and b, r,, is the interelectronic distance. The dissociation energy calculated by 
this method was found to be 4,14 ev with the values of parameters z = 1,248, u = 0,356 
and p = 0,073 in atomic units. Comparing this value with the result obtained by the correlated 
molecular orbital method, we see that the present calculation gives a better value by 0,03 eV. 
‘The deviation from the experimental value is about 12 per cent. 


Introduction 


In the investigation of the structure of matter the most important task 
is to clear up the problem of the chemical binding of the molecule. One of the 
greatest successes of quantum mechanics consists in providing some fruitful 
methods for the theoretical investigation of molecules. In the case of more 
complicated molecules the calculations are extremely intricate because of the 
mathematical difficulties involved, therefore we are dependent on the use of 
relatively simple methods of approximation. So as to judge the reliability of the 
particular method of approximation used, it is best to carry out the calculations 
for the H, molecule, because here the problem is relatively simple and thus the 
calculations can be carried out exactly. The most usual procedure for the theo- 
retical determination of the dissociation energy is the variational method, which 
consists in the minimization of the expression 


fy* Hyde 
[yt de 
by varying different parameters. Various authors used different wave functions 
and different variable parameters for their calculations. Table I contains the 
calculations carried out so far for the H, molecule in the ground state. The 
names of the authors, the wave functions, and the variable parameters are 
listed. 


150 F. BERENCZ 


TABLE I 
———_—— 
: D R 
Author Wave function oN letomie Pp | Le 
= 
1. H. Hellmann .... | (a, + 6,) (az + 5) 2,65 L656 
2. Y. Sugiura —,.-.. a, b, + a, by 3,14 | 1,51 |1,— 
yokes b a, b; + H(a; a, + 5, db.) 
a | ae a4, joniera se 0. 6805)13.46 11.4004 0* 0,214 
4.C. A. Coulson .... | @,b9+ a, 6, 3,47 | 1,38 | 1,193 
5.C. A. Coulson .... | e 4 (1+ au2+ bA+ cA? + daw?) 3,60 | 1,38 
ORES LAGE ceaocn a, by + a, by 3,76 | 1,43 | 1,166 2 
7. S. Weinbaum..... a, by + a, by +H (a, a, + b,b,) | 4.— | 1,46 | 1,193 0,2 
Sy Rosen anaes a, by (1 + oZa,) (+ oZt,) + 
seating | PM aad, (L + oZan) (1+ oZo,) | 4,02 | 1,46 | 1,190 
9. S. Weinbaum..... | a,b, a = pe ie, an 
TLb 
ey ara se : 4,10 | 1,46 | 1,190 0,175 
10. A.Frost—J. Braun- 
SECU Sdn Wd tips (a, + b,) (ay + by) (1 + pris) 4,11 | 1,34 | 1,285 | 0,28 
11. E. F. Gurnee—J. L. | (23/a)” [exp (— 2rey — 2Fd2) + 
IM ag ee ge os tecieto ct + exp (— 2rcy — 21d;) 4,15 | 1,46 | 1,172 
12.C.R. Mueller—H. | (a, + Ab.) (Aa, + by) + _ 
Byring cna ook + (a, + Ab,) (Aa, + 5) 4, 
13. J. O. Hirschfelder — | a,b, [1+ (Gz?) (xa, xbo+ ya; ¥b2) + 
J. W. Linnet ..... + (Bz?) (Za, Zo2)| + 


+ a, b, [1 air tax) (as “C. =F 
x ee for a2 2) 4,25 | 1,43 | 1,195 


14. H. M. James— A. S | exp [— 6(A, + A,) whe Ckimnp 
Coolidge ......... klmnp 4,72 | 1,4 


[sage wp (Aa)? 4 


Method of calculation 


Frost and Braunstein [I, 9] calculating the binding energy of the normal 
H, molecule, introduce the interelectronic distance in the wave function in 
such a way that the molecular orbital was supplemented with the correlating 
factor and the calculations were performed with the correlated molecular 
orbitals. The wave function has therefore the following form 


y = (a, + bj) (ay + by) (1 + PT 12) 


where a, @, b; and b, are 1s atomic wave functions of electrons 1 and 2 centered 
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about nuclei a and b, rj, is the interelectronic distance, p is the varying para- 
meter together with the effective charge z. With the correlated molecular orbitals 
the dissociation energy was found to be 4,11 eV. = 

; We extended this method here using the idea of Weinbaum in so far as 
_ we employed a variational parameter, which gives the ratio of the homeopolar 
part to the ionic part in the wave function. The new wave function is therefore 
the following 


y=(94+ 4x) (l+ PT iz) + (1) 


where y means the homeopolar part of the wave function and x the ionic part 
yg p = a, by + ay by, (2) 
' % = a, a, + by by. 


The number of variational parameters compared to the previous method is 
increased by the parameter u, thus we are working with a three parameter 
method in the determination of the binding energy. Varying the parameters 
p, 2 and u we must determine the minimum of the following expression 


pa [eee (+ Pru) Hp + mp) (L+pra)de (3) 
| (p + wx)? (1 + pris) dt 


re 


Taking into account the following form of the Hamiltonian 


the above expression can be written as 


B 2C 1 
I,+2pl,+ pl, R 


where 


Ke Py te daa; 
ee he Peels (9) 


Chek. be Li: 
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Ky=— [+m (A+ VB + Ha ar, 
Ky, =— > | +m) ra (t+ VD e+ mar, (6) 
Ky=— > [@+ ra (A+ VO 0 +) rade 
Pom [otis tact arta |e 
P> i (p + UX)? TH. | = oy = Fe *. = = | dt, (7) 
Py= Jotun riz | -- + + 4 =. + =. | dt; 
l4= Je ae uy)? dr, 
12 (8) 
y= | (7 + ua), 
= {@ + MX)? Ty. dT , (9) 


T,= | (9+ ay)? rede. 


In order to find the minimum of E we first determined the value of p 
which minimizes E for fixed R and uw. This is possible, because the values of 
A, B,C, Ig, I, and I, in the expression of E are functions of R and p, consequently 
for given R and yu the value of p minimizing E can be ascertained by the deter- 
mination of the extremum with respect to p. This procedure facilitates and 
accelerates the calculations because the third degree terms in p drop out of the 


OE 
expression ae 0 and thus for given R and yu we have the following mixed 


second degree equation 


(Cl, — BI,) p? + (CIo— Al,) p + Blp— AI, = 0, (10) 


from where 


Aly — Gly + (Clo — Al,)® 4 (CI, — BI, (BI, — AT) 
2 (Cl a 


p= (11) 
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The second step consists in the varying of z and y (for fixed R) and subse - 
quently the minimization with respect to p for each z and wp value. 

The minimum of E was to be expected about R = 1,35. Therefore we 
determined with the method mentioned above the smallest value of E in the 
neighbourhood of the expected minimum namely in the three points R = 1,31, 
1,34 and 1,37. Then we plotted the following Morse curve through the three 
points : 


AE = De—24(R—-Rm) — 2De—‘(R—-Rm) 3 


which gives exactly the dissociation energy D and the internuclear distance Rm. 


Results of calculations 

' 

The calculation with the correlated molecular orbitals modified by « gave 
for the energy of the H, molecule in the ground state — 1,152 atomic units of 
energy. This corresponds to a binding energy of 4,14 electron volts. For the 
internuclear distance this method gave the value, 1,338 also in atomic units, 
the remaining two variational parameters were found to be # — 0,356 and 
p = 0,073. Comparing the results obtained with the present method with those 
of Weinbaum and of Frost-Braunstein, we see that the wave function of the 
method used by us differs from that of Weinbaum in the correlated factor and 
from that of Frost-Braunstein in the variation of “. The results of the 
various methods are listed in table II. 


TABLE II 
a 
R ~ 

Mes atomic 2 La P 
NEEL TE Den LLIISE RC Re epee sawn ae er ele oes 4 1,46 1,193 0,256 0 
Frost—Braunstein .....-..--++++++s> 4,11 1,34 1,825 1,— 0,28 
Present paper .....------+eesereeeee 4,14 1,338 | 1,248 0,356 0,073 
Experimental data [III] .....------- 4,72 1,4 | 


From Table II we see that the result of the present calculation is 0,14 
eV better than that of Weinbaum and 0,03 ev than that of Frost—Braunstein. 
Considering that the variation of 4 improves the binding energy only by 0,03 eV, 
it follows that the introduction of r,. into the wave function is a very good 
idea, because this alone adds 0,11 eV to the dissociation energy compared to 
Weinbaum’s result. Therefore it would be worth while to extend the calculations 
by completing the wave function of Weinbaum given in [I, 9] adding to it 
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the correlated factor. The result of the present calculations differs by 12 per cent 
from the experimental value. It is interesting to mention that the introduction 
of the correlated factor increases the ionic part in the wave function by 39 per 
cent, in the calculations of Weinbaum the value of being 0,256, ours, however, 
0,356. With the variation of « the correlated factor decreases to about a quarter 
of its former value. Without variation of u (u = 1) Frost and Braunstein 
found the value of p to be 0,28, the present calculations give 0,073. 

The writer wishes to thank Dozent Rezsé Pauncz for suggesting the pro- 
blem and Géza Allé for his help in carryirg out the numerical calculations. 
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ee — 
= wt BOD ADNME wh 


OB OTHOM HOBOM METOXE BbIMUHMCJIEHHA SHEPIUM 
CBXH3H BOQOPOQHOM MOJIEKYJIbI 


®. BEPEHL 
Pesrwme 


QHEprHA CBA3H HOPMAJIbHOM BOROPOAHOH MOTeKyIbI Oba BLIUMCII€HA C TMOMOIIbIO 
BapHauMOHHOrO MeTOsa. BpeseHHeM HOBOrO BapHalMOHHOTO Napametpa, onpemensrousero 
OTHOWeHHE ATOMHBIX HM MOHHBIX BOJIHOBbIX PYHKUMH, ObVIO CAeaHO HEKOTOPOe BHAOM3MeHeHHe 
KOPPeIANMOHHOFO MeTOAa MOJI€KYIAPHbIX OpOuT. HOBaA BOUHOBaA MyHKIUMA, B KOTOPOH H 
aTOMHaA M MOHHAA BOSHOBbIC YHKUMN OM yYTeHbI, HMeeT CHeAyOUMi BU: 


yp = [@, by + ay by + (A, Ay + 0B, by) (1 + pry) 


SHepruA AMCCOIMaNMN, pacuMTaHHad M0 sTOMy MeTORy, — 4,14 SV npu cnenxyroumx 
SHaMeHHAX MapameTpoB : Z = 1,248, « = 0,355 u p = 0,073 B aromnbix equnuyax. CpaB- 
HMBaA ITOT PC3yIbTAT C Pe3syIbTaTAMM, NOJIYYCHHbIMH C MOMOLIbIO KOPPeANMOHHOTO MeTOsa 
MOJICKYJIAPHBIX OPOHT, BbIACHACTCA, YTO Halll Pe3yIbTAT JaeT yuMee 3HaueHHE Ha 0,03 3V 
OTKIIOHEHHE OT 9KCIIEPHMeHTaIbHOFO 3HAYeHUA COCTaBAAeT OKONO 12 TIPOWeHTOB. , 
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ON THE QUANTUM STATISTICS OF NUCLEONS 
By Sei a 
G. SZAMOSI 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 


(Presented by L. Janossy. — Received 2, VI. 1954.) 


A few characteristic details of the excited states of the nucleus are investigated 
in the simplest case. On the basis of the assumption of a repelling interaction of short range 
between the nucleons, a »self-volume« corresponds to the nucleon. The existence of the self- 
volume modifies the formulae of ordinary Fermi statistics. Better agreement with experience 
than hitherto is obtained for the excited states of nuclei. © 


Ever since high energy scattering experiments yielded more detailed 
information on the character of the forces acting between nucleons, nuclear 
physics has faced two serious problems. These are the questions as to the reason 
for the saturation of binding energy and density of the nucleus, and the charge- 
independence of the nuclear forces. As is well-known, the assumption of a very 
intensive repulsion of short range between the nucleons brings us nearer to a 
solution of both these problems. This hypothesis was first put forward by 
R. Jastrow [1] on a completely phenomenological basis; recently Werle [2] 
showed with the help of relativistic mechanics that the appearance of such a 
repulsion can be accounted for theoretically as well. 

A repelling interaction results in many remarkable consequences. First 
of all it considerably changes the kinetic energy of nucleons at absolute zero. 
It is in particular here that the effect of the repelling interaction on the satu- 
ration becomes evident. In an earlier paper [3] we pointed out this effect of 
the kinetic energy. 

Our present aim is the examination of the influence of the repelling inter- 
action on the excited states of the nucleus. First of all we summarize the formulae 
applying to the ground state. A simple calculation shows that, denoting with 
rn the effective repulsion radius and with v, the volume of the corresponding 
repulsive core, we have for the total kinetic energy of a fermion gas consisting 
of N particles contained in a volume V at absolute zero 


N 


un nNvn 
Exin = log?/3 | 1 — 
kin wie J 8 | V 
0 


dn, (1) 


n 


5 Acta Physica IV/2. 
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where 
2/3 fp2 
iti = ea (2) 


AL 8m 


and m is the nucleon mass. (Here we took the mass of proton and neutron to 
be the same.) Introducing the new variable 


x = log fe al 


we have instead of (1) 


2) 


kV 
Exin = ae e=*dx. 
Un 
0 


The integral here is an incomplete J-function. Assuming Nu, < V, an assump- 
tion probably fulfilled by the conditions prevailing in the nucleus, we arrive 
with the help of an expansion at a simpler expression for the kinetic energy : 


: a ave 1 vn Nes 
Exin =x le = SS . 
a V3 8° PV Vas 


From this equation is evident that for vz, — 0 we get the well-known expression 
for the kinetic energy of an ordinary Fermi gas at absolute zero. 

For the sake of what follows later on we note a few charateristics 
expressions. 

a) The number of particles out of n particles contained in a volume V, 
whose momenta are between p and p + dp, taking the spin into account, is 


given by 
87 
dn = he V — NUn) Pp? dp. 


From this we immediately obtain the maximum momentum as 


1/3\/3 Ah 
Pmax= 5 | | vil 


log i 2 al ; 
2 


V 


I 


Thus for the maximum kinetic energy we have : 


Ex, max == 


log?/ 2 = (3) 


2/3 
V; 
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This expressions becomes in the approximation used here : 


Ex, max-— 


N2/3 N 
yrs f a2 Fi ak 


b) We note further the following expression which can easily be derived 
for the kinetic energy 


i 2 5 
Exin = 5 BV EL? vax k — 12 Brn ER nas| c) (4) 
where 


B = 4x (2m)3/2 h-3, 


II 


In the following we consider arbitrary temperatures. Our considerations 
are somewhat simplified by the fact that the distribution function connecting 
the number of particles with the cells available in the phase space does not 
influence the finite value the »self-volume« v,; which represents the repulsion. 
We can thus simply apply the distribution function f (¢) for the energy distri- 
bution of the ordinary Fermi statistics : 


—1 


seal 


fle) = jexe * 


where ¢ is the usual thermodynamical potential and t the energy parameter 
corresponding to the temperature. Thus we obtain after a simple calculation 
for the number of particles : 


Un 


Mees 7 Vosex, se Oe fos f(e) | . 


Limiting ourselves to small exciting energies, we can expand the exponential 
function and get: 


co 


N= sV ji ell? f(s) de — = p | [ elf (e) del 
0 : 


0 


(The justification for the expansion is evident from considerations further 


5* 
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below.) Restricting ourselves to low temperatures in the following as well we 
can use the well-known Sommerfeld formulae. With their help we can write for 
the number of particles : 


a npc + = (FY. pag 


We mention here that if we express the potential ¢ by the value of 
Ex, max obtained in the case of t= 0, with the approximation used here we get 
the same formula as in the ordinary Fermi statistics, i. e. 


9 m2 (7t \2 
ne I) Fear TA Wp ed de 
cere. Kerra i 


(6) 


2 72 
¢ = Bx, mox(1 — 95 : | 


12 ER. max 


Using this expression for ¢ the expression (5) becomes after a simple 
calculation : 


9, * 
N= og BV Biinax — 7 Pm Be at 


Our next task is the calculation of the energy, for which the function 
n (é), i. e. the number of particles as function of energy must be known. A short 
calculation yields 


n(é) = se [2 — exp (— Bon fn2f(0 dn)| : 
0 


Un 


From this follows easily with the help of the above expansion : 


E = pV | e9f(e) de—Vvn| 8 F() | nf) dnde. 
0 0 


0 


Sommerfeld estimated the first integral for the case of low temperatures. Using 
his approximation it is not difficult to give an estimate for the second integral 
as well. [4]. We obtain after a rather tedious though simple calculation with 
help of (6) the following expression for the energy in a suitable form: 


2 2 
E = pv [2 ea 2 es om a <p 
(5 EEG ae 
2 
— 6 tn Ek moe] + a | t ‘I. 
6 oh trees dal 


ac 


Q= EG)— = 20} 


ee Using (4) oa o we obtain for Q(t): 


Bi a Phe 


+ 


= Bs Se -— FB me: 


’ 9 — 


_ For the entropy S we get thus, dS = sQ/r, 


where k is the Boltzmann constant. : 
With the expression for the entropy and the relation S = k log J, we 


Z easily obtain for the thermodynamic probability J using (8) : 


1/2 / 
J = exp | (PREV [hia — OF" BU nas) 


If we express 6 with help of (3) by the total number N of particles we get after 
some calculation : 


| Nv 
= NOQ) Ege [L—— |. 
J = exp fi (NQ) k | re | 


We can now apply our results to the nucleus. Consider the nucleus to be 


a Fermi gas consisting of Z protons and N neutrons. The excitation energy 
Q is composed of the excitation energies of the neutrons and protons. Thus 


O07 + On: 


From this we get for the total level density [5] : 


160 G. SZAMOSI 


As the result of a simple but rather lengthy calculation we obtain for the 
integral : 


2(q)— 2a LEQ ay, © 


where 


polaaict oh eae | be 
ea 4V | Sse AV ' 


Here EZ max and Ef’ max denote the maximum kinetic energy values of a 
Fermi gas at absolute zero consisting of protons or neutrons, respectively. We 
assume the value of v,; to be the same for every nucleon. Introducing 


E == V2Qy, 
we obtain for @(Q) with help of (9): 


t 
o(0) = Ontere 


Q Vé 


For simplicity we consider symmetrical nuclei, where 2N = 2Z = A. Taking 
further into account that according to experience for heavy nuclei 


1/3 
=| Te = a -10= em]. 


R=7,A2 [R == 
; Ag 


we get for @(Q), denoting the ratio r,/r, by y: 


ad 1 exp [a(AQ)? 2(y)] 
Q) = 0,209 — 
ai) Q [a(4Q)¥2g(y) 2 


(10) 


where 
ys ys \12 
weal tea ee 
8 (y) | : | 5 | 
and 
21135, ( Aor \118 
ee 
x2 | 3 


or with help of (2): 


=2( 2) ae 


i 
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IV 


The main purpose of our considerations was to determine equation (10). 
Experimental physics can already give the distances of excitation niveaus in 
a given energy interval for numerous nuclei. The mean niveau density naturally 
depends strongly on the nature of the reaction producing the excitation, if only 
because of the angular momentum relation. We have here taken no account of 
the angular momentum relation between incident particle and nucleus. There 
is no point in such an exact calculation because of our inexact knowledge of 
the repulsive core. We can, however, state that the mean niveau distance for 
medium heavy nuclei is of the order of magnitude eV. At a given energy we 
have the following connection between the mean niveau distance D and the 
niveau density: oD = 1. 

As is well-known, Bethe in 1936 determined the mean niveau distance 
without considering the repelling interaction [5]. His calculations yielded for a 
medium heavy nucleus (A = 110) at medium excitation energy (Q = 8 MeV) 
for D 0,4 eV. According to experience this value is too small, its real value being 
several eV. The following small table shows the values for D as a function of 
the repulsive core for the mentioned values of A and Q. 


Tn: 10% cm DeV é 
0,4 1,28 18,67 
0,6 1,73 18,37 
0,8 3,05 17,79 
Bethe: 0,0 0.4 20,0 


It is evident that the assumption of a repelling interaction leads, as regards 
the order of magnitude, to a better agreement with experience for the mean 
niveau distance. 
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O KBAHTOBOM CTATHCTHKE HYKJIEQHOB 


Tr. CAMOWIA 


PeswmMme 


B paOoTe paccmaTpuBaloTca B MpocTeimem ciyyae XapaKTepHBIe aHHbIe BO30y)K- 
W@HHLIX ATOMHBIX agep. OCHOBHBIM mpeAnomoKeHHeM paOOTLI ABJIACTCA CYINeCTBOBAHHe 
KOPOTKOAeHCTByIOLerO OTTAIKHBaIOWerO B3aMMOAeHCTBHA ME)KTY HYKICOHAaMH, KOTOPOe 


YUMTLIBAeTCA C MOMOM[bIO «COOCTBEHHOTO OObeEMa» HYKICOHOB. 
C cymjecTsosaHvem coOcTBeHHOrO OObeMa H3MeHAIOTCA (OpMyJIbI CTATHCTHKH DepMu. 


Jina Bos6yKqeHHBIX COCTOAHHH Agep MomyueHo syumiee cormacHe C OMBITOM, 4eM B paHee 
M3BECTHBIX padoTax. 


EIN STROMUNGSMODELL DER WELLENMECHANIK 
’ Von i - : 
HERBERT W. FRANKH, Erlangen 


(Vorgelegt von L, Janossy. — Eingegangen: 31. VIII. 1954) 


Es wird ein deterministisches Modell der Wellenmechanik, namlich das hydrodyna- 
mische, betrachtet. Die Frage der in der Wellenmechanik auftretenden Operatoren und 
der ihnen entsprechenden physikalischen Gréssen des hydrodynamischen Modells wird 
untersucht und es werden einige Zusammenhange zwischen den physikalischen Gréssen 
dieses Modells gegeben. 


I 


Als Schrédinger 1926 mit den ersten Arbeiten zur Wellenmechanik an 
die Offentlichkeit trat, war das Erstaunliche, ja das Erschreckende daran nicht 
so sehr die Quantisierung als der Anschein eines volligen Bruchs mit klassischen 
Anschauungen, der nicht nur in neuen Gesetzmiassigkeiten sondern auch im 
Auftreten neuer Griéssen, Wellenfunktionen und Operatoren, zum Ausdruck kam. 
Bisher war die physikalische Entwicklung einem steten Gang gefolgt; sogar 
die Einsteinsche Relativitatstheorie, die kurz zuvor noch die Gemiiter erhitzt 
hatte, erwies sich zwar als eine grossartige Verallgemeinerung des physikalischen 
Weltbildes, aber eben doch nur als eine Erweiterung, in die sich das Alther- 
gebrachte widerstandslos einfigte. Ganz anders die ersten Schritte auf wellen- 
theoretischem Grund. Es gelang zunachst weder — trotz angestrengter Bemii- 
hungen von kompetentester [Seite — der Anschluss an die Endpunkte des 
bisherigen physikalischen Vordringens, noch waren die weiteren Gehversuche 
zum Straucheln verurteilt. Im Gegenteil : Schlag auf Schlag konnte man mit neuen 
Erfolgen aufwarten—die Vereinigung mit der Heisenbergschen Quantenmechanik 
die Diracsche Theorie. Dadurch waren die Grundfesten der Wellenmechanik so 
weit fundiert, dass es fast iiberfliissig wurde, auch weiterhin nach der Briicke zum 
KJassischen Boden zu suchen. Die Trennungslinie blieb bestehen, wenn auch 
als Schénheitsfehler im Gebaude der exakten Naturwissenschaften. 

Erst in den letzten Jahren hat sich die Sachlage geandert. Der Verwach- 
sungsprozess setzte unbeachtet und im Stillen ein, aber dass — wie schon so 
oft in der Geschichte der Wissenschaften — mehrere Autoren fast gleich- 
zeitig zum selben Ergebnis gekommen sind, [l, 2, 3, 4] beweist das 
Bediirfniss nach diesem Vereinigungsschritt. 

Was ist gelungen? Nicht mehr und nicht weniger als eine Umformung der 
wellenmechanischen Grundgleichungen, die die Wellenmechanik als Erweiterung 


des klassischen Rechenapparates entlarven. 
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Folgen wir W. Glaser, dem die Verschmelzung wohl als erstem gegliickt 
ist. Dies geschah durch Einfihrung eines dichteabhangigen Gliedes 


ane Ao. (1) 


2m Vo 


in die Hamilton—Jacobische Gleichung 


1 ow 
—- (grad VW ene U + —— =0. (2) 
2m ot 
Die so entstandene Beziehung 
1 #2 Alo, OW 
—— (grad W + eA)? + U ——— —— + ——=0 (3 
ae (g + ef)? + iat Va age ) 
zusammen mit der Kontinuitatsgleichung 
| Ieoscee do 
—~ div { @ (grad ie a A= (4) 
ist mit der Schrédingergleichung 
21 e 2m 2im 6p 
Ay + — eA grad p —— YW? yp — —U —= 0 B) 
Rian warmers eer rs e) 
identisch, wenn man die Bezeichnung 
= pee 
yp=VJee h (6) 
Avia Zusatzlich gilt die Normierungsbedingung 
| pydt = | ec il We (7) 


II 


Dies ist eine rein formale mathematische Umformung, die jedoch zu 
weiteren Schritten anregt. Die Hamilton—Jacobische Gleichung schliesst bekannt« 
lich die Prinzipien der klassischen Mechanik in sich ein. Hat man einmal ihre 
Giltigkeit — wenn auch mit Zusatzglied — fiir die Wellenmechanik festgestellt, 
was liegt dann niher, als die erweiterte Newtonsche Bewegungsgleichung 
aufzustellen. Wir beschranken uns auf den rein elektrischen Fall und bilden mit 
Novobdétzky[5] die Charakteristiken der Gleichung (3) : 
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a Sl al LE alg tag 
TTS Flaten’ iol Pili ada 
eee ee Ia 
dt fw, ee dt fw, 


dabei ist f der Differentialausdruck auf der linken Seite von (3) mit = 0. 
Differenziert man (8) nach der Zeit und setzt (9) ein, so erhalt man 


2 
dt 2m Ye | 


(8) 


3 (9) 


eine Newtonsche Bewegungsgleichung mit dem dichteabhangigen Zusatzpoten- 
tial (1), die auch Glaser und Bohm angegeben haben. Durch weitere Umformung 
entsteht 


2 
m2 = —™ grad b? — grad | Recap (11) 


Diese Gleichung entspricht vollkommen der hydrodynamischen Grundgleichung 
fiir eine reibungslose Fliissigkeit, in der der Druck Z herrscht. Z hangt von 
der Grisse 0 ab, die die Kontinuitatsgleichung (4) befriedigt und gemass (7) 
normiert ist. 

Dies gibt zu denken. Es bedeutet nichts anderes, als dass sich die Materie, 
der wir die Dichte mo zugeschrieben haben, wie eine Flissigkeit verhalt, auf die 
ausser der Kraft des Potentials Unoch die eines Zusatzpotentials einwirkt. 
Alle Unterschiede zum Verhalten normaler Fliissigkeiten, einschliesslich der der 
Quantisierung resultieren aus dieser Zusatzkraft, die — und das ist das charak- 
teristische daran — dichteabhangig ist. Diese Dichteabhangigkeit ist die Ursache 
fiir das Zustandekommen der sogenannten Interferenzerscheinungen der Materie 
und damit ihres «optischen» Verhaltens. 

Die Analogie zur Strémung verleiht natiirlich keineswegs ein Recht 
dazu, die wellenmechanisch behandelten Systeme als Gase oder Fliissigkeiten 
variabler Dichten aufzufassen, genausowenig, wie die gewohnte Interpretation es 
erlaubt, die Materie als Wellen zu betrachten. Solche Vorstellungen kénnen 
nur Modelle sein, die nicht durch Beweise gerechtfertigt werden, sondern 
einzig und allein durch ihre Brauchbarkeit als Anschauungshilfen, anhand deren 
man sich auf das analoge Verhalten stiitzend einen Uberblick iiber die Situation 
verschafft, die der exakten Rechnung vorausgeht. 

Es liegt nahe, zu untersuchen, wie weit sich die Beschreibung wellen- 
mechanischer Systeme durch der Strémungslehre entnommene Gesetzmissig- 


keiten weitertreiben lasst. 
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Der Einfachheit halber soll die Massendichte mg einer fiktiven Schré- 
dingermaterie (in Anlehnung an Falk und Marschall [6]) zugesprochen werden 3 
ihr Bewegungszustand ist bis auf die notwendigen Anfangs- oder Randbedin- 
gungen durch (11) bestimmt. Fiihrt man die in (8) angedeuteten Operationen 
aus und fasst zusammen, 


my = grad W, : (12) 
so sieht man, dass sich die Schrédingermaterie wirbelfrei bewegt — das Ge- 
schwindigkeitspotential ist W/m. (11) kann daher auch in Form 


= bee ge (13) 


m— =v) grad » — grad ~ 
ot : = 2m yo 


geschrieben werden. : 
19) c 
Spezialisiert man (11) fiir den stationaren Zustand Se = y und inte- 
t 


griert langs einer beliebigen Kurve, so erhalt man den Energiesatz 
. = 
—___. + U ——— —= =corst. (14) 


in Form der Bernoullischen Gleichung. 


Ill 


Da beim Strémungsmodell in jedem Raumelement nicht nur die Dichte, 
sondern auch alle anderen charakteristischen physikalischen Eigenschaften 
definierte Werte haben, ist es nicht mehr notwendig, diese durch Operatoren zu 
ersetzen. Fiir den Zusammenhang mit diesen gilt die Bedingung, dass die 
statistischen Mittelwerte iiber die Operatoren gleich den Integralen der den 
Strémungszustand beschreibenden Grissen iiber den Gesamtraum sein miissen- 
Ks sei | eine physikalische Grésse, | der entsprechende Operator ; dann muss 


| vlyar = lodt . (15) 


Diese Gleichung war bisher zugleich das einzige Kriterium fiir die Bildung der 
Operatoren auf Grund des direkten formalen Vergleiches der Schrédinger- 
gleichung mit der klassischen Hamilton—Jacobischen Gleichung. Beim Uber- 
gang zu differentiellen Gréssen lasst sie eine Willkiir im Divergenzanteil zu. 


Schon die Gegeniiberstellung von Impuls und Drehimpuls und den zugeordneten 
Operatoren macht dies deutlich : 
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a A d d 
eer eral a 16) 
2i y y i-_ 


q = [t grad dee 
2i 


d d w 
grad yp grad y }|a=F fe gred | . (17) 
si y u 


und legt eine Symmetrisierung durch Addition eines Divergenzanteils nahe. 
Besondere Beachtung verdient die kinetische Energie 


2 wo 2 ane 
jie grad? W = a Aye ae ay + ee (18) 
2m 2m yy 4m | ¥ yp 
fiir die man den Operator 
2 
(ae (19) 
2m 


zu verwenden pflegt. Diese Zuordnung erfiillt nicht die Forderung (15). Grund 
dafiir ist, dass man dabei das Zusatzpotential (1) stillschweigend in die kine- 
tische Energie einbezogen hat, der Operator T entspricht also der Energiesumme 
T + Z. Manche Autoren haben dadurch einen Ausweg aus den sich daraus erge- 
benden Unstimmigkeiten zu schaffen versucht, dass sie diese Summe als eine 
kinetische Nullpunktsenergie ansahen, durch die die gewéhnliche kinetische 
Energie bei wellenmechanischen Problemen zu ersetzen sei[7]. 


Ty 


Auf Grund der letzten Uberlegungen kann auch die Schrédingergleichung 
fiir den elektrostatischen Fall von einer anderen Seite betrachtet werden. Teilt 
man sie durch 2y und addiert die entsprechende Gleichung fiir die konjugiert 
komplexe Funktion , so erhalt man eine symmetrisierte Gleichung 


A? (Ay | Ay’ #| 
— et ei 20 
Talepae weal oleae ae ie 
die wegen 
E an 
eouk ise = ay (21) 
4m \ ¥ y 
und 
A(p  y)_ OW (22) 
2i\y -¥ ot 
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mit der erweiterten Hamilton—Jacobischen Gleichung identisch ist. Aus der 
Subtraktion der beiden Gleichungen fir y und # folgt 


6 (yy) =0% (23) 


div (p grad y—y grad p) + oe 


also die Kontinuitatsgleichung. Verfahrt man ebenso mit der zeitunabhangigen 


Schrédingergleichung, so ergibt sich neben der Kontinuitatsgleichung die. 


Bernoullische Gleichung. = 
Durch diese Betrachtung wird auch “das Variationsprinzip der Wellen- 
mechanik 


2 — 
es grad p grad p+ (U—E) yw \dr =0 (24) 
m 


in ein anderes Licht geriickt. Formt man das Integral der linken Seite durch 
Subtraktion des Terms 


J div (y grad B + perad yp) dr — 0 (25) 


um, so erhalt man 


2 
af — = (pA + F4y) + (U—E) yi dr =. (26) 
m 
Wegen 
5 | Eyypdr = 0 (27) 
und (21) wird dies 
6|{T+U+Z}edr=o. (28) 


Das Variationsprinzip (24) fordert also, dass die Gesamtenergie der Schré- 
gingermaterie in den stationaren Zustanden Extremwerte annimmt. 

Die Riickkehr von den Operatoren zu definierten physikalischen Gréssen, 
eine Konsequenz des Strémungsbildes, schafft ausserst durchsichtige Verhalt- 
nisse im Sinn der klassischen Anschauungen. Sie hat aber noch einen weiteren 
Vorteil. Es war bisher nicht gleichgiltig, in welchem Koordinatensystem man 
bei der Einfiihrung der Operatoren arbeitete ; je nach dessen Wahl erhielt man 
voneinander abweichende Ergebnisse. Dieser Unsicherheitsfaktor ist bei der 
diskutierten Anschauungsweise ausgeschaltet. 
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Das Auftreten von Druckkriaften 


2 
g = — h grad ae (29) 


2m Ye 


zeigt, dass die Schrédingermaterie sich in einem Spannungszustand befindet. 
Man kann ihn durch einen Tensor beschreiben, dessen Divergenz der Kraft- 
dichte von (29) gleich sein muss : 


; 2 
Div T= Te F(A) (30) 
Ox; 2m = Ox, \ Ve 
4 
Wegen der Identitat 
p fs) Aye _ ) ie 7) 2 i (31) 
6x; Ve Ox, 6x; Ox, Oxp 6x; Ox, 


gelangt man zum symmetrischen Spannungstensor 


Te 
ik om 


hi? ae dye 62 Yo | (32) 


6x; Ox, Ox; Ox, 


Man kann ihn in die Newtonsche Bewegungsgleichung (10) einfiihren und 
erhalt 


me =—e grad U — Div T. (33) 


Diese Form ist gut geeignet, um die Giltigkeit einiger allgemeiner mecha- 
nischer Prinzipien auch fiir die Schrédingermaterie nachzuweisen. Bei der 
Integration von (33) verschwindet nach dem Gaus’schen Satz das Integral tiber 
die Tensordivergenz und man kommt direkt zum Schwerpunktsatz 


Fe is — grade (34) 


der fir die Wellenmechanik erstmalig von Ehrenfest[8] bewiesen wurde. 


Setzt man in 


Gr abet ee 35 
pee [rp] ole =| (35) 
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dp 


den Ausdruck fiir @ eh nach (33) ein und integriert, 
t 


le [rp] odt = — tr grad U +r Div Z| dt, (36) 
t 


so findet man wegen 
fiz Div T] dc = —| [Tri —Tu] drt =0 (37) 


den Flachensatz 


+ [tp] = — [v grad U]. (38) 
t 


Die inneren, vom Zusatzpotential stammenden Krafte beeinflussen also weder 
die Schwerpunktsbewegung noch den Drehimpuls der Partikel. 

Auch der Virialsatz ist fiir die Schrédingermaterie giltig. Zum Beweis 
bildet man 


~ (cp) ie tes (39) 
t m 


Dies wird unter Beriicksichtigung von (10) durch Integration zum Virialsatz 


as 2 ‘O 
Mt (toy oT ered o—— oe | (40) 
dt 2m Je 
Nach (30) und durch Beachtung der Identitat 
[(@ Div 7) dt = —[ Tide (41) 


kann (40) mit Hilfe des Gaus’schen Satzes in die Form 


d A= ——__ 
— (tp) = 2T —r grad U — — grad? yo (42) 
dt m 

oder 
— (tp) = 2T —r grad U + — ye Ayo (43) 
dt m 


gebracht werden. 
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VI 


Das Bemerkenswerte an den Arbeiten von Glaser und seinen Nach- 
folgern ist, dass darin der Formalismus der Quantenphysik auf das bewahrte 
Fundament klassischer Theoreme aufgebaut und diese selbst als deren Erwei- 
terung dargestellt wird. Uber die Bedeutung dieses Verdienstes braucht kein 
Wort verloren werden. 

Demgegeniiber fallt viel weniger ins Gewicht, dass damit gleichzeitig 
eine neue Modellvorstellung auftaucht, die im Gegensatz zur herkémmlichen 
optischen einige bemerkenswerte Vorteile aufweist. Bekanntlich versagt das 
Wellenbild bereits beim Hinausgehen iiber die kraftefreie Bewegung, wahrend 
hier das Strémungsmodell voll einsatzfahig ist ; es bewahrt sich iibrigens genauso 
bei der Anwesenheit von magnetischen Kraften. Ebenso kann die Klein—Gordon- 
sche Gleichung in diesem Sinn interpretiert werden. Die Schwierigkeiten, 
die bei der Diracschen Gleichung auftreten, diirften dagegen in deren Unzulang- 
lichkeit selbst zu suchen sein. 

Man darf von einer Modellvorstellung nicht mehr verlangen, als sie ihrem 
Wesen nach geben kann. Es ware unbillig, von einem Anschauungsbild zu 
fordern, es sollte neue Wege fir die Behandlung der Mehrteilchenprobleme 
weisen. Auch hier bleibt seine Bewahrung auf den Sektor der Veranschaulichung 
beschrankt. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist es auf seinem Boden méglich, 
Partikelsysteme im normalen dreidimensionalen Raum zu betrachten. Dadurch 
wird allerdings die mathematische Behandlung nicht einfacher — das rech- 
nerische Problem bleibt dasselbe, in welchen Parametern man auch rechnet, 
und auf eine Transformation in diesen kommt das Strémungsmodell praktisch 
heraus. 

Auch das Dilemma, das zur statistischen Auffassung der Wellenmechanik 
gefiihrt hat, wird durch das Strémungsbild in keiner Weise beriihrt — dieselben 
Griinde, die bisher zum Ausweg tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte trieben, 
tun es auch hier. Es sind — kurz gesagt — die Tatsachen, die gegen eine nach 
aussen hin zwar abklingende aber doch beliebig weit endliche Masse und Ladung 
sprechen. Es soll auch nachdriicklich darauf hingewiesen werden, dass auch das 
statistische Verhalten nur eine Modellvorstellung ist. Mit demselben Recht 
k6énnte man annehmen, dass Massen- und Dichteverteilung bis ins Unendliche bes- 
tehten, dass es jedoch Kontraktionsmechanismen [9] gibt,die das »verschmierte« 
Teilchen zwingen, sich mit Uberlichtgeschwindigkeit in einem Punkt zusammen- 
zuziehen und dort z. B. als Elektron zu erscheinen. Im Endeffekt kommt beides 
auf dasselbe hinaus. 

Die Vorteile des Strémungsbildes sind Anschaulichkeit und eine klar zum 
Ausdruck kommende Korrespondenz mit dem klassischen Theorem; das 
dussert sich besonders dadurch, dass das Rechnen mit Operatoren vermieden 
wird und dass samtliche physikalisch sinnvollen Folgerungen aus der Schré- 


6 Acta Physica IV/2. 
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dingergleichung auch ohne Verwendung von physikalisch bedeutungslosen 
komplexen Gréssen gezogen werden kénnen, wenn auch der Weg iber diese 
meist mathematisch einfacher ist. Man braucht dazu nur statt der Schrédinger- 
gleichung die beiden entsprechenden gekoppelten Differentialgleichungen 
(Newtonsche Bewegungsgleichung und Kontinuitatsgleichung) zu lésen. 

Besonders gute Dienste leistet das Strémungsbild dort, wo es sich darum 
handelt, die allgemeinen Prinzipien der klassischen Mechanik auf wellenmecha- 
nische Vorginge anzuwenden oder zu erweitern. Ihre Giiltigkeit lasst sich 
zwanglos und meist bedeutend einfacher als im gewohnten Formalismus der 
Wellenmechanik nachweisen ; dadurch werden die gemeinsamen Grundlagen der 
klassischen Mechanik und der Quantenphysik festgelegt, aber auch die Unter- 
schiede vergleichbar. ‘i 

Herrn Prof. Dr. Walter Glaser, der mir seine Methode des Ubergangs 
von der klassischen Mechanik zur Wellenmechanik schon vor der Veréffent- 
lichung zuganglich machte, bin ich dafiir zu grossem Dank verpflichtet. Weiter 
danke ich Herrn Hellmut W. Hofmann fir wertvolle Anregungen und Dis- 
kussionen. 
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An improved method is given for the determination of the efficiencies of G. M.- 
counters. Special care has been taken to reduce spurious events resulting fom cosmic 
showers and accidental coincidences. With help of the above method the efficiencies of 
G. M.-dounters used in the authors’ laboratory has been found in most cases to be 
about 99,3%. 

In cosmic ray experiments G. M.-counters are used almost exclusively 
in coincidence or in anticoincidence arrangements. For such use the actual 
number of single discharges of a counter is immaterial; and thus for cosmic ray 
work only the efficiency ofacounteris ofimportance. Efficiency ofa counter is to be 
understood as the probability that it responds when struck by a cosmic ray particle. 

_ Thus, in checking counters before use in cosmic ray experiments, it is 
essential to determine their efficiency as function of the applied voltage. If 
a counter is highly efficient in a not too narrow voltage interval, it can be 
safely used in any counter arrangement. 

We constructed for the purpose of checking counters an apparatus 
employing the method described by Jdnossy and Rochester[1]. We were able to 
improve to some extent upon the older technique, greater care being taken 
now than previously to eliminate spurious events. Thus the time needed for 
checking the efficiency of one counter has been somewhat reduced as compa- 
red to the time necessary with the older arrangement. 

The principle of the arrangement is as follows. Vertical cosmic ray particles 
are registered by means of| threefold coincidences (1, 2, 3), recorded with the 
arrangement consisting of the counters 1, 2, 3 placed vertically above each 
other. A gap is provided between the second and third counter for the counter 
X under investigation (see Fig. 1, the counter X is marked with a cross). 
Counters 1, 2, 3 are chosen in such a way that a particle moving along a straight 
line passing through each of them must necessarily pass also through the counter 
X; moreover,! for safety the beam defined by 1, 2, 3 is somewhat narrower 
than the counter X. Thus if a single cosmic ray particle gives rise to a coincidence 
(1, 2, 3), then this particle must necessarily traverse also the counter X and 
thus each such coincidence (1, 2, 3) should normally be accompanied by the 
discharge of the counter X. Thus each coincidence (1, 2, 3) should at the same 


6* 
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time be a coincidence (1, 2, 3, X), provided the counter X responds to every 
particle passing through its sensitive volume. ae = 
The above consideration is, however, somewhat oversimplified. Coin- 


Fig. 1. Scheme of arrangement for the measurement of counter efficiency 


cidences (1, 2, 3) are not only caused by single particles passing through the 
three counters, but such coincidences may also be caused by showers of simul- 
taneous particles and they may also occur accidentally through the incidence 


of unconnected particles upon the counters 1, 2, 3 inside a sufficiently short 
interval of time. We may write 


N, = N,-+ ng, (1) 
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where N3; denotes the total number of coincidences (1, 2, 3) registered per 
unit time, N; the number of threefold coincidences, each one caused by a single 
particle moving along a straight line, n, the number of threefold coincidences 
caused otherwise. 

An ideally good counter X would respond to every event N, and to some 
of the events ng. If the counter X responds to a particle passing through it 
with a probability 

p=l1—a, 


then the rate of fourfold coincidences N4 caused by the discharges (1, 2, 3, X) 
is given by | 
N, = (1—a)N3 +1, (2) 


where n, <n; is the number of events of the type n3 which discharge not only 
the counters 1, 2, 3 but also the counter X. Subtracting (2) from (1) we find 


N3;—N,= aN3+n3—ny4. 


Neglecting for the moment n. and n,, we can put as a first approximation 
g g 3 4 Pp pp 
, 
(N3 = Nz n3gvng~ 0), thus 
Nz—N, 


aF —\ —— = Sa e 
N B (say) 


The value of 6 can thus be obtained from the observation of threefold and 
fourfold coincidences; # is rather larger than a, we have namely 


nevertheless # can be taken as first approximation of the »inefficiency« of the 
counter. (The exact inefficiency is given by a.) 

The difference 444 = N3— N4 can be measured by counting separately 
the coincidences (1, 2, 3) and the coincidences (1, 2, 3, X). This procedure leads, 
however, to very inaccurate results, since the value of the difference is small 
compared with the values N3 and Ng themselves. So as to avoid this difficulty 
it is convenient to count directly those threefold coincidences which are not 
at the same time fourfold coincidences; thus it is convenient to measure the 
small difference A, directly. In other words, it is convenient to register simul- 
taneously the coincidences (1, 2, 3) and the anticoincidences (1, 2, 3, — X); 
the rates of these coincidences and anticoincidences give directly the values 
of Nz and A344, respectively. | 

Varying the voltage of the counter X, we may measure 6 as a function 
of the voltage applied on the counter as far as we take B as the approximate 


176 L, JANOSSY and D. KISS 


value of the inefficiency, we get thus the desired characteristic of the counter 
For too small or too high voltages the counter X does not work satis- 
factorily, in both cases a and therefore also f will have appreciable values. 
For a good counter there exists a working region where f will not depend appre- 
ciably on the applied voltage and thus it can be presumed that in this region 
a does not depend either on the applied voltage. The purpose of the test is 
to ascertain for each counter, whether such a region exists, and if so, the extent 
of this region. 

Applying to a given counter two voltages V, and V, in succession, we 
get, say 
is) ap 
Ae 


| Ax 


N3 ee | 


If 8, ~ B,, we see that the change of voltage from V, to V, does not affect the 
working of the counter and this region jcan be regarded as part of the plateau 
of the counter. 

Since 
fen 

N3 


we have for the statistical error of B caused by the statistical fluctuation of 
Aj, and Ny; 

1 1 
6B = B || af ; 
td;, 4, 


. , ° 
since N3; > A3,, we have approximately 


p B 
op ~ ——— = u 
: \tAja tN; 


So as to establish whether there is a significant difference between the values 
6, and #, obtained at voltages V, and V,, we have to form 


5 (B, — Bs) = VOB)® + Pa = hah | (3) 
2 


Even if the numerical values of 6, and £, obtained by a measurement differ 
only little, it cannot be excluded that they do differ in fact and the difference 
is merely covered by fluctuation. Thus a difference of the order of the expression 
(3) cannot be excluded. Thus in order to ascertain that the counter X is essen- 


EE — 
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= 
"4 « 
‘q ; 
tially insensitive to a change of voltage from V, to V,, one has to measure 
for a sufficiently long time so as to make | (6, + £,)/tN3 sufficiently small, 
This is necessarily a slow procedure since the error 6 (6B, — By) decreases only 
with //t. So as to accelerate the process of measurement as much as possible. 
jt is important to reduce the background n, and thus to reduce the value of f. 
If we succeed e. g. in reducing the f-values to half their original values, we 
can reduce the time of measurement by a factor 2 without loss of accuracy. 
The f-values can be reduced by reducing ng and thus ng— 14; this 
reduction has not only the advantage of speeding up the measurement, but 


the smaller n,, the better 6 approximates the physically interesting quantity 
a. itself. 


For the sake of illustration we give a numerical example. 


X = counter No 300 


V 1000+-50 1000+ 100 1000+150 1000+ 200 Volt* 
N34 — N4 49 43 28 41 
per 20 
: minutes 
N3 | 1219 1283 1260 1311 


* 1000 V being the starting potential 


Here the number of anticoincidences is too high to allow any useful con- 
clusion to be drawn from the material. Thus it was necessary to improve 
the method and to reduce the events M3. The events n, are partly caused by 
accidental coincidences, partly by air showers. We discuss these events sepa~ 
rately. 


Accidental coincidences 
Accidental coincidences may arise chiefly as follows. 


(1) Three independent discharges take place in the counters toc, os 
the rate of these events is 


n> = 3M,M,M,7, 
where M,, M, and Mz; are the rates of discharges of the three counters and. 


— 2.10 sec 
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is the resolving time of the coincidence arrangement. Putting M, ~ M,~ 
es M,=10/sec, we find 

ni) = 1,2-10—/sec = 1,4.X 105/20 minutes, 


thus the latter effect is altogether negligible. More important but still negligible 
is the effect due to particles passing through 1 and 2 but not X, accompanied 


Fig. 2. With the help of side counters showers are eliminated, 


by an independent discharge of 3, the latter also unaccompanied by a discharge 
of X. The rates are 


M, = (1, 2,— X)-=1,22/sec 


M,=(3, —X)=4,91/sec, 


and the rate of accidentals due to this cause 
27M, M, = 2,9- 10-7 per 20 minutes. 


Thus we conclude that the effects of accidental coincidences in our arrangement 
are negligible. 
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Showers 


So as to reduce the effects of showers, we surrounded the vertical arran- 
gement with a number of side counters S connected all in parallel (see Fig. 2). 
The discharges of these counters are fed into the anticoincidence channel and 
thus we record anticoincidences 


Ac), 2, oy) 


and anticoincidences 


N, =(, 2,3,—S). 


Since a particle passing through 1, 2, 3 cannot possibly reach any of the counters 
S, the anticoincidences N, contain all those coincidences caused by single part- 
icles passing through 1, 2, 3. On the other hand the shield S consisting of 8 
counters (see Fig. 2) is so extensive that showers will hardly fail to discharge 
at least one of them; thus anticoincidences (1, 2, 3, —S) will hardly contain 
showers. In good approximation we may thus assume (compare equ. (1)) 


N,~ Nz 
and 
Ay, FY aNs;; 
thus 
rie eB, 
Ny 


where B obtained in this way gives a distinctly better approximation for the 
value of a (the insensitivity of the counter) than does f. 
We give an example of the results obtained with the improved set. 


ee 


Vv | 1000+ 50 1000+ 100 1000+ 150 1000-+ 200 Volt 
| 
(1, 2, 3;— x, —S) 11 | 5 6 | 15 
| per 20 
(1, 2, 3, —S) | 1262 | 1269 1267 1215 minutes 
B | 0,0087 | 0,0039 0,0047 | 0,0123 
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Fig. 3. Characteristics averaged over 50 counters 
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Fig. 4. Comparison of the individual scatter of 50 counters with the statistical fluctuation 


of average efficiency 
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From the above table we see that V = 50 is somewhat low, V = 200 on the 


other hand is rather high for the counter under investigation. Further, comparing 
V, = 100 and V, = 150, we have ; 


6B, — Bz = 0,0008 + 0,0026. 


Thus allowing for a deviation as much as three times the standard error, the 
efficiency of the counter may change as much as 0,86%, although it is likely 
that it changes somewhat less. 

Since a < B, we see that the counter in question shows an efficiency of 
at least 99,5% in the region of 100—150 Volt. The fact that the efficiency of 
the counters is less than 100% is partly due to the dead time of the quer- 
ching circuit. Here, however, we do not deal with this question. 

The apparatus described above is in permanent use in our laboratory, 
and counters are rejected if they show less than 99,00% efficiency in a region 
of 100 Volt. 

So as to ascertain whether or not the efficiencies of individual counters 
obtained by our arrangement, scatter more than is to be expected from the 
statistical uncertainties of the individual data, we averaged the efficiencies 
over 50 counters. The result thus obtained is shown in Fig. 3. It is seen that 
for voltages near the middle of the plateau the data scatter around 


Os 


inefficiency. Fig. 4 shows that the scatter is not more than is to be expected 
from the fluctuation of the individual data. For larger and smaller voltages, 
however, the individual data give a larger scatter, showing that outside the 
centre region of the plateau there are systematic differences in the behaviour 
of individual counters. 

A detailed description of the apparatus and of our results has been given 
by us in the Communications of our Institute [2]. 


REFERENCES 


. L. Jadnossy and G. D. Rochester, Phys. Rev. 63, 52, 1943. 
L. Jaénossy and D. Kiss, Kézponti Fizikai Kutaté Intézet Kiadvanyai, 1, 36, 1953. 


KPATHME COOBLIEHWA 


BRIEF REPORTS — KURZE MITTEILUNGEN 


AN ASYMPTOTICAL METHOD FOR THE CALCULATION 
OF EIGENFUNCTIONS 
By 
J. I. HORVATH 
DEPARTMENT OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 


(Received 8. VI. 1954.) 


Some months ago a variational method was reported by L. G. Bieden- 
harn and J.M. Blatt for the calculation of eigenfunctions [1]. Their investigations 
may be deemed to be of great interest because in the case of approximative 
solutions of the wave equation of the quantum mechanical many-body problems 
it would be necessary, time after time, to calculate the eigenfunctions in the same 
order of approximation as the eigenvalues themselves. It is namely well known 
that by applying the usual perturbation methods in an approximation of first 
order the eigenvalues can be determined on the basis of the knowledge of the 
eigenfunctions in zero order. However, in practice the calculation of the eigen- 
functions in first order is a very difficult problem for which the knowledge of 
the spectrum of the Hamiltonian in zero order is needed. 

The variational method, which is a very useful and simple approximative 
method for the calculation of the eigenvalues, gives for example in the case 
of eigenfunctions a very bad approximation [3] and what is more, it may also 
occur that the sequence of the approximate functions does not converge towards 
the correct eigenfunction even if the sequence of the corresponding approxi- 
mate eigenvalues converges very well towards the correct eigenvalue [2]. 

Hence it would be a very interesting and important problem to carry out 
the programme proposed in the paper of Biedenharn and Blatt. Their proposition 
seems to be very fundamental and useful, but the formulation of their method, as 
it is given in the paper mentioned, is not successful and is disputable from 
some points of view. In the following I shall not criticize the paper in detail, 
but I should like to formulate their method in a more acceptable manner and 
to supplement it with some further remarks. 

Consider the eigenvalue problem 


Hy = 4, 


where H is the Hamiltonian of the system considered. Let the eigenvalues 
of H be 4,, 4,,..- and the corresponding eigenfunctions ,, Y2,---- Let us 
assume that H has a discrete spectrum ; the formulation of the results does 
not cause any difficulties in the general case. The set of eigenfunctions {Pu } is 
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then an orthonormal and complete set of functions y, in the usual way : 
(Pes Vi) = Ser (Pus Hyp) = Ay Ox - 


Let us now suppose that an arbitrary complete-orthonormal set of func- 
—> 
tions ®,, ®,,... is given and, furthermore, that the functions of the set ® = 


= {¢9,} can be deduced from the set y= {Vn ‘ by an infinitesimal trans- 
formation Q as follows : 


=n + 2 > 9K Vis (1) 


where the squares and the products of the components of the matrix Q are 
negligible in second order. 
Equation (1) can also be written in the form 


b=(1+Q)y, (1) 
y=(1+0)' G=6_— 064 0(@°), (2) 


and 


respectively. 
The set of functions { ®, i was supposed to be an orthonormal one 
so that 


(®,, B,)=( [ve + > qui Vils Yu es > Pui vil) = (Per Ye) + (Ys 2s qu vi) + 
j= 


F(R) gia Yes ve) +S a4: vi S a 91) = (Yr) + ax + git + 0 (Q2); 
consequently 


therefore 


: Qt = —Q. (3) 


ee) 0, +08), (a) 


where 


(Px, HPx) = o% + O (Q?), 


assuming that the operators H and Q are commutative. 


§ 
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The formulation of the method given by Biedenharn and, Blatt diverges 
from the one mentioned above in two points. First of all they use a finite set 
of functions ; secondly our equation (1’) is given in their paper as 


Px = (1+ Q) vx- 


It is easily seen that using two finite sets of functions ® and », it cannot 
be taken for granted that the conditions made above can be fulfilled. 

Our result (4) — as Biedenharn and Blatt also remark — seems to be 
very similar to the familiar formula of the ordinary perturbation theory. 
Nevertheless our point of view is different. In the case of the ordinary pertur- 
bation theory the trial Hamiltonian is reduced — often in an arbitrary way — 
as follows: 

A= Ay + W, 
' 
where W is the operator of the perturbation. Then, in the formula for p,, which 
is formally the same as our equation (4), we have in the denominator instead 
of the w’s the eigenvalues and instead of our trial functions @,, the exact eigen- 
functions of the Hamiltonian H. Biedenharn and Blati’s method, on the other 
band, has the advantage that the Hamiltonian of the system need not be redu- 
ced for the calculation of the approximate eigenfunctions in first order. — 

Of course, it is well known that in the case of any complete-orthonormal 
set of functions there exists a linear and self-adjoint operator L , the eigen- 
functions of which are the given functions ®, ; consequently the corresponding 
»operator of perturbation« W’ = H — Lan be defined ; the circumstance 
that this reduction of the Hamiltonian is not based on any physical considera- 
tions has often considerable advantages. 

In the paper of Biedenharn and Blatt the generalizations of the results 
discussed above are also given for a non-orthogonal set of the trial functions 
{®,,} and also for the degenerate case of the eigenvalue problems. In our case 
such a generalization does not present any new problem, hence these cases 
are not discussed in detail. 

Finally, we should like to propose a procedure for the construction of the 
trial set of functions {®,, }. This construction has no importance from the 
point of view of the method discussed, neither is it given in the cited paper 
of Biedenharn and Blatt. Nevertheless, it seems desirable to give the method 
of the construction using the variational method. 

Let us take as starting-point of our method, a suitable function ®; which 
contains some variational parameters and determire the parameters in such 
a-manner that o, =(®;, H®') should be minimal. In the second step we use 
a second function ®3, which contains some variational parameters and deter- 


mine the parameters of ®,, so that on the one hand @, = (®,', H®,) should 
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be minimal and on the other ®, should be orthogonal to ©}, etc. Thus by 
normalization of the functions ®; we obtain a suitable trial set of functions 
{ &, } and our quantities w, give the first approximation of the eigenvalues A,. 

The applicability of the method depends on the rapidity of the conver- 
gence of the series in equation (4). 
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ERWEITERUNG DER HARTREE--FOCKSCHEN 
GLEICHUNGEN DURCH DIE KORRELATION 
DER ELEKTRONEN 


Von 


P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 10, IX. 1954) 


Ein Mangel der Hartree-Fockschen Methode des self-consistent field ist 
das Fehlen des Korrelation-Anteils der Elektronen. Mit dem zuerst von Wigner[1] 
und spater von Macke[2] hergeleiteten Ausdruck der Korrelationsenergie 
eines Elektronengases freier Elektronen kénnte man — wenn die Abhangigkeit 
der Korrelationswechselwirkung vom Quantenzustand, d. h. vom Impulsvektor 
der Elektronen in einer brauchbaren analytischen Form dargestellt werden 
kénnte — ganz ahnlich wie dies Slater[3] fiir die Austauschwechselwirkung der 
Elektronen getan hat, die Korrelationswechselwirkung der Elektronen durch ein 
mittleres Potential darstellen, indem man das Korrelationspotential oder die 
Korrelationsenergie zwischen zwei herausgegriffenen Elektronen iiber alle 
méglichen Elektronenzustande eines Elektrons hinwegmittelt. 

Von Macke wurde zwar die Abhangigkeit der Korrelationsenergie vom 
Impulsvektor der freien Elektronen in analytischer Form angegeben, doch ist 
der Ausdruck sehr kompliziert, so dass die Mittelung zu mathematischen 
Schwierigkeiten fihren wiirde, oder aber miisste man Vernachlassigungen 
vornehmen, durch die das Resultat voraussichtlich stark beeinflusst wiirde. 

In einem Fall und zwar fiir ein Valenzelektron in einem Atom, das sich 
ausserhalb eines Rumpfes mit abgeschlossenen Elektronenschalen befindet, 
lasst sich jedoch das Korrelationspotential einfach angeben. Man kann dann 
folgendermassen verfahren. 

Man behandelt den Atomrumpf statistisch und beschreibt diesen als ein 
einfach geladenes positives Ion mit der Elektronendichte g. Im neutralen Atom 
ist nun zum Atomrumpf das wellenmechanisch behandelte Valenzelektron mit 
der Dichte do=yy* hinzuzufiigen, wo y die Kigenfunktion des wellenmechanisch 
behandelten Valenzelektrons und y* deren konjugiert Komplexe bezeichnet. 
Die gesamte Elektronendichte im Atom wird also Q’ =o-+ de. Fir die durch 
die Hinzufiigung des Valenzelektrons entstehende Anderung der Korrelations- 
energie E,, ergibt sich durch eine Reihenentwicklung nach der kleinen Grisse 
do und Vernachlassigung der Glieder, die von zweiter und héherer Ordnung 
klein sind 


ow 
6E y= — 6 d ? 
in oe 0) 
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wo W die Dichte der Korrelationsenergie hazeichnes Hieraus erhalt man fir 


das Korrelationspotential in Bezug auf das Valenzelektron, d. h. das Elektron 


mit der héchstméglichen Energie 


1 ow 
(ee ey (2 
e de : 
Fir W wurde von Wigner[4] der Ausdruck 
1/3 
V2 (3) 
eve + é 
mit 
a, = 0,05647-——- und a, = 0,1216 — (4) 
bed) ay 


hergeleitet, wo e die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen 
Wasserstoffradius bezeichnet. Mit diesem Ausdruck ergibt sich fiir das Korre- 
ationspotential aus (2) 


1/3 1 
Vy= 1 £ ae ae F < (5) 
ols = Oy 3 (ot 3 “= as)- 
Durch Heranziehen des Korrelationspotentials in den Hartree-Fockschen 
Gleichungen des self-consistent field fiir ein Valenzelektron in einem Atom lasst 


sich eine iiber diese Gleichungen hinausgehende Naherung erzielen. Da die 
Korrelationskorrektion klein ist, kann man die Korrelationskorrektion e¢ der 
Hartree-Fockschen Energieterme durch die wellenmechanische Formel fiir die 
Stérungsenergie erster Ordnung 


= — | V, epy* dv 


bestimmen. 

Auf diese Weise haben wir die Korrelationskorretion der Grundterme des 
Valenzelektrons in Alkaliatomen abgeschatzt und erhielten Energien von 
etwa — 0,2 e-Volt, die die richtige Gréssenordnung haben. 
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